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QUËLUUSS CONSIDÉRATIONS 



SUR LES GROUPES D'ORDRE FINI 



ET 



LES GROUPES FINIS CONTINUS. 



J'ai réuni dans ce travail des résultais non encore publiés 
de mes recherches sur les groupes d'ordre fini. Ce Mémoire 
est divisé en six Parties. 

Dans la première Partie, j'expose un mode de formation 
d'une table de multiplication pour un groupe régulier quel- 
conque. Je définis des nombres dont la loi de multiplication 
correspond au même groupe régulier et j'ébauche les pre- 
mières propositions de la théorie de tels nombres, théorie qui 
revient à celle de certaines transformations linéaires spéciales. 

Dans la deuxième Partie, je montre comment d'un groupe 
d'ordre fini on peut déduire des groupes finis continus, soit 
en considérant le groupe lui-même, soit en envisageant le 
groupe de ses isomorphismes. 

J'ai donné de nombreux exemples en vérifiant chaque fois 
que les équations obtenues définissent bien un groupe, et en 
me servant en particulier, pour les obtenir, des groupes d'iso- 
morphismes des groupes d'ordre /?*(/> étant un nombre pre- 
mier plus grand que 3). 

La troisième Partie a trait aux groupes d'ordre 32. 

I^eur énumération est chose faite; aussi je me* suis contenté 

l-Mv. DE 1a()\. — Le Vavassei r. I 
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de donner, en ne considérant que les plus intéressants de ces 
groupes, quelques-unes de leurs propriétés : nombre d'opé- 
rations d'ordre donné, groupe des isomorphismes cogré-' 
dients, faisceaux, substitutions génératrices du groupe régu- 
lier correspondant. 

La quatrième Partie donne les propriétés de quelques 
groupes d'ordre 2". La méthode que j'ai utilisée pour énu- 
mércr les groupes d'ordre 2^ s'applique à l'énumération des 
groupes d'ordre 2", et permet de la pousser aussi loin que 
l'on veut. 

Je publie quelques-uns des résultats que j'ai ainsi obtenus. 

Dans la cinquième Partie, il s'agit des groupes d'ordre />* 
(/? > 3) {p est un nombre premier). Considérant l'énumé- 
ration comme faite, je me suis occupé surtout d'indiquer briè- 
vement les congruences dont la discussion conduit, non seu- 
lement à trouver les groupes d'ordre/?*, mais, avec quelques 
légères modifications, à obtenir tous leurs isomorphismes. A 
chaque système de congruences ainsi donné correspond un 
ou plusieurs groupes dont on ne saura déterminer les isomor- 
phismes. On pourrait en déduire, comme je l'ai montré dans 
la deuxième Partie, toute une série de groupes finis continus. 

La sixième Partie est consacrée aux groupes d'ordre 3% et 
rédigée dans le même ordre d'idées. 

J'avertis le lecteur qu'il est possible qu'un même groupe 
se présente, plusieurs fois, avec des équations de définition 
différentes. Je me suis efforcé d'éviter ces répétitions. Mais 
je ne suis pas certain d'y être complètement parvenu. 

Je prends la liberté de rappeler que, dans sa séance du 
»3 août 1896, FAcadémie des Sciences a accepté sous le 
n® 5287 un pli cacheté où j'avais consigné les résultats que 
j'avais obtenus pour l'énumération des groupes d'ordre/;'*. Je 
me proposais de revoir tous mes calculs avant de les publier, 
lorsque l'apparition du Mémoire de M. Baguera m'en a 
délourné. 
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TABLE DE MULTIPLICATION. 



1. J^imagine un tableau carré contenant n lignes et n 
colonnes, numérotées i, 2, ..., /^, de sorte que chaque case 
est déterminée par deux nombres, a et ^, a étant le rang de 
la ligne et ^ celui de la colonne auxquelles la case appartient. 

Choisissons n cases du tableau en nous assujettissant sim- 
plement à prendre une case et une seule dans chaque ligne et 
dans chaque colonne. 

Supposons que la case de t**™* ligne soit dans la colonne 
a^; nous avons ainsi déterminé une substitution 



s 



(I a . . « n\ 
«1 «j ... a,,/ 



Réciproquement : à toute substitution telle que s on peut 
faire correspondre sans ambiguïté un système de n cases du 
tableau tel qu'il y ait une case et une seule dans chaque ligne 
et dans chaque colonne. 

Pour abréger le langage» nous appellerons^Z/e de cases y ou 
simpleraeniy7/e, un système de n cases tel qu'il y ait une case 
et une seule dans chaque ligne et dans chaque colonne. 

La file dont les cases sont toutes sur la diagonale principale 
du tableau (celle qui descend de la gauche vers la droite) 
correspond à la substitution identique. 

2. Deux cases a et 6, rangées dans l'ordre a, 6, sont dites 
consécutives si la colonne où se trouve la case a, et la ligne 
où se trouve la case h se croisent sur la diagonale principale. 



i\ SIR LKS GROUPES d'oRURF. FIM. 

On voit immédiatement que la recherche dos cases consé- 
cutives d'une file revient à la recherche des cvcles de la suh- 
stitulion qui correspond à la file. 

3. Soient s et / deux files représentant deux substitutions 
S et T. La file si qui correspond à la substitution ST s'ob- 
tient comme il suit : soient a, b deux cases consécutives 
prises dans l'ordre a, ^, a faisant partie de la file ^, b faisant 
partie de la file / : la case qui est dans la même ligne que a, 
et dans la même colonne que 6, fait partie de la file st. 

4. Soit G un groupe d'ordre //, dont les opérations sont 
a, z= I, a^, . . ., a^. Formons un tableau carré de n lignes de 
h colonnes. 

Ecrivons dans chaque case du tableau une opération de G 
d'après la loi suivante : l'opération aij écrite dans la ligne de 
rang i et dans la colonne de rangy satisfera à l'égalité 

La table ainsi obtenue s'appellera table de multiplication 
de G. 
On a 

Laissons fixe Tindice k^ et faisons t = i , 2, . . ., /i, on aura 

A chaque opération de G on fait ainsi correspondre une 
substitution. On sait que ces substitutions forment un groupe 
dont l'ordre égale le degré, groupe simplement isomorphe 

àC.('). 

5. Définitions des nombres A. 



( ' ) BrnNsiin:, Thcory <tf i^Toups of Jinitc nrdrr, n" î2(), p. •>.*, 



CHAPITRE PREMIER. TABLE DE MULTIPLICATION. 3 

Je considère les opérations a,, ..., a,„ du groupe G 
d'ordre /n, comme des signes. 

Soit a un nombre. Pour raffecter du signe a^^ j'écrirai 
soit oLUp soit a^oL indifféremment. 

J'appelle nombre A tout nombre de la forme 

A = «1 «I H- ... 4- a,n a,„ =: ( ai , . . . , 7.„^ ), 

a^ , . . . , a,„ sont dits les termes de A. 

Exemple. — Soient a et h deux signes tels qu'on ait 

A = a -f- Pa -h Y a^ -f- o/> 4- £ a& + JI a^ ^ = (a, ^, y, S,- e, JJ) 
sera un nombre A correspondant au groupe symétrique de 
trois lettres. 

6. Egaillé. — Deux nombres A, 

A =:: (a,, . . ., a,„), B = (pi, . . ., P,«), 

sont dits égaux et l'on écrit A = B si l'on a : 

Le nombre (o, . . . , o) s'écrira simplement o. 

7. A -h B sera par définition (a, -f- p,, .. . , a^,, -h p,„). 

8. Soit à multiplier A = (a,, ..., a,„)par B = (p,;,, ..., fl,„). 
Par définition, rm tenant compte de l'ordre dans lequel 

on écrit les facteurs, 



m m 



AB r^2 ^=^/>?Y^'/»^7' 

a^a^ sera égal à Tun des signes a,,^ de la suite a,, . . . , a,„; on 
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aura 

ABi=(yi, ...,Y/„), avec .7/*= «,,,?./.-»-.•.-♦- a/.«?7« 
OÙ 



/^1> • • • > P//I ®^ ^1 



> V/n 



représentent des permutations des nombres 1,2, . . . , m. 
On aura aussi : 



Y//I = «A»,. Pi -H . • . H- aA„„ ?/ii , 



/t| j , • • • > '*l/it ? • • • ? '*mi > • • • > ^'/?«»i î ^t aussi /*! I j • • • » ''/fil ? • • • ? 

/*,,„♦ . . . , /t^,^ sont des permutations des nombres i , ...,/;*. 
On en déduit l'égalité : 

7l 4- , . . -h 7,,, =r { «1 -h . . . -H «,„ ) ( pi -+- . . . -+- ?,„ ). 

En général AB et BA seront des nombres A différents. 
Exemple : 

A =a -h pa 4-Ya* -i-5^-4-ea6 4- ïa*^ , , 

Alors 

A A'=: ^" -f. p'^a -h Y'a« -h l'b + £'a6 H- Ç"a«6 
avec 

a" = a«' + ?y' -h yP' h- 55' 4- €£' -+- «', 
^'^ fle.3'-h px' -+- ty' + S;'4. eS'-f- ïe', 
y" = x-/ 4- PP' -h ra' + 5e' -h eV -h W, 
8" rz: ao' -+- ?;' 4- Ys' 4- 5a' 4- e?' -h Îy'. 
£» ^ «' 4- P5' 4- YÎ' H- St' -+- ^«' -H ??'» 

r = «;' + Pc' 4- r^' 4- ô?' -H sy' 4- ;a\ 

Ici, outre Tégalité 

r T (X -I- p -h Y 4- 5 4- ; -+- £) (i'4- 3' 4- y'H- '^'-^ Ï'-H ^')» 
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on a : 






a^^s^—Ç'') 



Y_8_j;-_s)(a'-+-?'-H 



y' - a' 



-r~Ê'). 



9. Le déterminant 



«A.. 



a/, 



»/'. 



m 



*/*«»« 



s'appellera la n de 



A — (a,, . . . , a^,). 

On le désignera par n(A). La condition pour que de 
Tégalité AA'= AA" on puisse conclure A'= A" est que la n 
de A soit différente de O. 

Si la n de A était nulle, on pourrait trouver un nombre A 
autre que o, soit A', tel que AA' fût nul. 

Si, au contraire, on n'envisage que des nombres A dont 
la n n'est pas nulle, un produit de deux nombres A ne peut 
être nul que si l'un des facteurs est nul. 

Le déterminant n(A) a été obtenu en multipliant A à 
droite par A'. En multipliant A à gauche par A', le déter- 
minant correspondant obtenu, formé des éléments de A, 
s'appellera la n^ de A et sera désigné par /i'( A). Ce que nous 
avons dit pour la /2 de A peut se répéter pour la n' de A. 



Ainsi, lorsque A = a -h ^a 



ya^-hS^ 



tab -f- ^a^b, 



n{\) 



s 


ï 


P 


a 


e 


y 


? 


a 


Y 


6 


î 


a 


Y 


p 


a 


î 


a 


s 





s, 


C 


a 


Y 


p 


e 


r 


a 


? 


a 


Y 


; 





t 


Y 


? 


a 



et /*'(A) = 



? 
Y 



a 



Y 



«H 





ç 



s 



p 

ç 







ç 



P Y 



r 




Y * 

P Y 



p 



10. L'ensemble des nombres A forme un corps. 
Les nombres a, , • . . , a^ forment une base de ce corps. 
Soit A = a, a, H- ... -h OL„^a^. 
On a 

Aflr, = 2/,,, «i-H. . .-H a/,„„ rt,;,, 



Ar7,„ = «/,„.i«i -f- . . . H- V,„,„,^m' 



8 
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Donc réquation 



/*,(A) = 






«A. 
«A 



m 



tm 



• • • • • 



«A„» 



a/i 



Ml 



• • • «/i— — -^ 



=:: o 



sera vériliée par le nombre A, A = (a,, . . ., a,„). 

Le produit des racines de l'équation /î,(A) = o 
±:n(A). 

A vériQe aussi identiquement l'équation n^ (A) = o. 

Reprenons le déterminant 



est 



,l(A)rz 



• 
• • • • • • 






tIM 



am 



«A 
''mm 



Multiplions les éléments de la première colonne par «j, 
ceux de la deuxième par a^, ..., ceux de la m'*"'"* colonne 
par a,„; ajoutons les (m — i) dernières colonnes à la pre- 
mière. 

(]ommc a, = I, on a 



/^(A)=z: 



Arti «A., 



Donc 



» 



• • • • • 



A^,„ a/,,,,. 



/<(A) — AA. 



«A.. 



«A 



im 



«A 



moi 



A est un nombre A dont les termes sont des fonctions 
entières et homogènes des termes de A. 

Par exemple, si les termes de A sont des nombres entiers, 

les termes de A, comme le nombre n(A)^ sont des nombres 
entiers. 
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On aura de iiiêine 

/«'(A) = A.A, 

avec les mêmes remarques sur les termes de A. 

11. Soit X = BY. On a, en posant X = (x,, ..., ic,„), 

Y = (7., ...,r/«)» B = o,,.... ^,„), 

^1 =?A,.ji4-...-+-pA.«r„o 



Le déterminant de cette transformation linéaire est /i(B). 

12. Soit 

F = AX, Ai=((x,, ...,«,;,), F=^(?i, ...,?/ii), 

F = AX définit une transformation linéaire dont le détermi- 
nant est n(A). Mais on a 

F = AX, X=:BY, donc F 1= ABY. 

Le déterminant de cette dernière fonction linéaire est 
/^( AB) et Ton a, comme on sait, 

/i(AB) = /i(A)/«(B) 

[d'après la théorie des transformations linéaires]. 
De même 

/i'(AB)=:/e'(A)/i'(B) 

13. Si Ton écrit /t(A), et que, à la place de a^^,, a^,,? •••• 
tt/,^^, on mette a,, ..., a,n ou, d'une façon générale, a, à la 
place de tous les éléments du déterminant n(A) égaux à 
otA„5 . . ., a„tk la place de tous les éléments égaux à a^^^^, on a 
la Tahle de multiplication du groupe. 



lO 



Ainsi 
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I 


a^ 


a 


b 


ab 


a^b 


a 


1 


a* 


ab 


a^b 


b 


a» 


a 


1 


a'b 


b 


ab 


b 


ab 


a^b 


1 


a« 


a 


ab 


a^b 


b 


a 


1 


a^ 


a*b 


b 


ab 


rt« 


a 


1 



est la Table de multiplicalion du groupe G^, 

a*=:^*=i, ab-zizbà^y 
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14. Supposons que le groupe G soit engendré par les 
opérations a,, ..., a„, de telle sorte qu^on ait toutes les 
opérations du groupe en prenant Texpression 

aÇ««î«. . .aj», avec o^at,^m, — i, ..., o^a„îm« — i. 

On aura 
et la transformation 

correspondra à l'opération a**... a*" de telle sorte que le 
groupe des transformations a;] = (p,(a7, a) (modm,) et le 
groupe des opérations donné seront simplement isomorphes. 

Or j 'ai constaté que les équations x'i =^ ç, (j?, a) (t = i , . . . , /i), 
où je considère les a comme des paramètres, sont les équa- 
tions de définition d'un groupe fini continu. J'ai trouvé éga- 
lement des groupes finis continus en usant du même procédé 
à l'égard du groupe des isomorphismes du groupe G. 

Pour s'expliquer comment on obtient des groupes conti- 
nus, on peut observer que les équations de définition du 
groupe G, qui sert de point de départ, peuvent se séparer en 
deux catégories, dont la première sera 

Ci j — t f * • * } '■* u — ' ♦ 
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la deuxième catégorie comprenant toutes les autres équations 
de définition. 

Or les congruenccs que Ton obtient s'établissent par des 
calculs qui n'utilisent que les équations de la deuxième caté- 
gorie. Ces congruences ont lieu respectivement suivant les 
modules /m,, ..,, m,,, et leurs coefficients sont également 
pris chacun suivant l'un de ces modules. 

Donnons à m,, ..., m,, divers systèmes de valeurs, sans 
changer les équations de définition de la deuxième catégorie. 
La forme du système de congruences obtenues ne changera 
pas. Seuls les modules changeront. Dès lors ceci explique 
que, en considérant les coefficients comme des paramètres 
quelconques et les congruences comme des équations, on ait 
défini un groupe fini continu. 

Je vais donner maintenant ([ucl((ues exemples. 

15. Commençons par le groupe G^^, 

/> et q sont premiers, p est plus grand (juc q^ a appartient à 
Texposant q (mod/?). 
On a 

a' bya^ b^ = a'^^*^~^ by^^. 

D'où il suit qu'à l'opération a^b^ correspond la transfor- 
mation 

œ' ^ X -\- Xa ~y ( moàp) 
y—y-^-lL (mod(7). 

Les isomorphismes sont donnés par la formule 



a b 

a>^ rrV- b 



] — J>.|i- 



J>„ change a^b^' en 



i-a y 
a »-» by. 



CIIAiMTRE If. l3 

A risomorpliisme Jy^, correspond hi transformation 

r' = j (mod^). 

Voici maintenant les groupes finis continus correspon- 
dants : 

a désignant une constante fixe quelconque, X et tx élant 
deux paramètres, le premier groupe sera défini par 

-En effet, si 

on trouve 
avec 

Le deuxième groupe sera défini par 



x' 


— Xx-h 


î* 


1 - 
I 


— a 


y 


=r- 









Si l'on pose, en effet, 



I — iy' I — oLy 

^'= X'x'h- |jl'.Î — = Vjc h- ul'' l 1- 

I -a I — a 

on a 

X'=XX', jJi'=:X\a4-iJi'. 



16. Soit maintenant le groupe G^, («'' = />'* — Sr/'nr:!, 
ab = ba^j & désignant une opération conjuguée d'elle- 
même). 

On a 

Le groupe fini continu correspondant à cette loi de multi- 



l4 SUR LES GROrPES d'oUDRE FI.M. 

plication est défini par les équations 

z' r=i z -h Y — ^y* 
Et, si Ton pose 

puis 

il vient 

Mais cherchons les groupes des isomorphismes de G^,, et 
de Gjî.. 

Si Ton part des équations de défînition 

et Ton pose 

l — a^b^js^^ 
avec 

7) ( 3t£ ^O) 7^ O ( lll0d/>) , 

en écrivant que l'on a 
on trouve 

- s > Pip — ^) (inoil/;) 
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Nous supposerons /? > 2. Pour G^,,, faisons 
Il vient 

T, =a, 5 = 0, «s^t;^, donc t^i. 

Les isomorphismes sont donnés par la formule 



(a h ^ \ 



Un tel isomorphisme change a'h^^* en 

a o ^ » 

Assurons-nous que les équations 



VJ? -h Çy -f- «5 — a p 






définissent bien un groupe fini continu de quatrième espèce. 
Pour cela posons 

et l'on trouve 



2 • 2 






i() si:u LES r.RorpEs i/onnuE fini. 

Pour G*, (/> > 2), on a 

jr =: .r =: o, y = y = o, kv = ir =r i , 
donc 

T, ^ ae — ^0 (mod/9). 

Les isomorphismes sont donnés par la formule 



fa 6 ^ \ 



avec ae — Bo ^ o ( mod/;). 



Un tel isomorphisme change a^l/^^ en 

a b ' :: ' ' ' 

De là, le groupe fini continu 

vr'=a.r H- ô/ 

et le groupe correspondant des^ paramètres 

a^n: 7.1! -|- ^o', 
?•=«?'-!-?£', 

17. Appliquons encore notre méthode à (juclques groupes 
d'ordre/?*. 

Partons des équations 

W ?7^ O. 



•• -. f — î" 



1 
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Posons 

avec (aî[ — ^£)(xv — Xex) ^ o (mod p). 
Ecrivons que l'on a 

Il vient 

X « -h vy ^i a j -h p j\ 

vir -{-"ks zm ir(aÇ — ps) 
jjL«v4- X5 =i5 (aï — Pe) 

Pour le groupe G^4, 

(& et étant des opérations conjuguées d'elles-mêmes), 
faisons 

iv == I»' = I , j := 5 == O. 

On trouve 

X ^ a, X =3 o, E == o, V ^ aÇ, |a ^ o, 

d'où risomorphismc 



/h c 2r \ 



qui remplace 



^ c:^ ^-- 6' pa r b^ c^-^^r ^r-r^-nr^^'^ e'' * "^ '^ ^ *'' " *^ "^^ , 
Univ. de Lyox. — Le Vayas^euk. 2 
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Voici le groupe fini continu correspondant 



x' Z=. IX, 



% ^ r,3r{x — I ) 

e — Ix 4- ly -h «C^ — a? - 



•X 



et le groupe des paramètres 



oc QtX , 




?'=?'».+-;-?, 








ï' «ï'-i-h'+v»'. 




T,'-r,'Î4-a'T„ 




5'— 8'a-hi'? + oa';' 


a'?'-Ja(«-l), 


l' ~. Çi' + u'. 





Maintenant le groupe G^t est défini par les équations 

(les opérations 2r et 6 sont conjuguées d'elles-mêmes). 
Faisons, dans les congruences précédentes, 

Il vient 

De là risombrphisme 

b c 2r 



( 



bc^^yfi^ c-Sr-îO» 2r0? 0^ 



qui change 



r f r— |i 
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et le groupe fini continu 



.r' = jT, 



r'_-_ ^jc-h Çj-, 



-j 



qui donne 



r=?' -f-?r, 







» 










i 


- V' 


-h 


?v 


4- 


•[> 




r/ 


..-.-: W 


-h 


T.. 








a" 


:_o' 


+ 


p..' 


+ 


-/?' + 


3:', 


i" 


-t'; 


H- 


P't 


n- 


;'t. 





18. Partons maintenant des équations 

af = e^, l/f =: e.> , e/'* = I , «^ — ba^P. 

Posons 

avec r](a£ — ^o) ^ o (niod ^). 
Ici Ton a 

r^ ^ oLi — ^8 (mod^), 

r,y = Ojc -jr ty + ;/> 

Pour le groupe G^., 

{al* — bt* ^ ^P' =. \ y abz=ba^'*), 

il faut supposer 

de sorte que y et Z sont nuls (modp). 
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De là les isomorphismes 



( 



a 6 



avec ae — ^o ^ o ; 

r^^ ^re- 
devient 



^ax+^y^pOTH-erO 



(- o .»• i.r — Il >»•(>■—! ui \ w 



On en déduit la transformation 






(mod/>'). 

Pour le groupe fini con'inu correspondant, nous prendrons 
les équations de définition que voici : 

x'-=z IX H- oy, 

z' zn Y^ -^ Cy - «P ^Oiziîi _ ^3 -^^^"""'^ - Po.ry -h (« - ?a) 3, 

qui donnent 

?"=«?' -H P£\ 
= oa 4- fco , 
e' m ??' 4- es', 

Si, au contraire, on fait dans les congruences précédentes, 

x — x-=z\, y~y^Q 
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((îroiipe (î;,, «''= 0, h^=(}P'= i, ah = bab^), on a 

0L:^y\ {modp), ^^o (modp), i^î (mod/?), 

d'où, en posant a''= 0, 6^= S, &^= i , l'isomorphismc 






11 transforme 

Le groupe fini continu correspondant est défini par les 
équations 

y— Y -h^a-, 






'2 



ce qui donne 



1/ » 



7"= «y' -h y*'^ 

8^^ ::^ S'a 4. X' p -f- t'y -+- «'5 — }a'a' ?', 
X^zziX' -+.Xa'. 

19. Soit, maintenant, pour finir, 

a/'=i, ft/'=iS«, t•^=^^ bcz^cba, ab — ba^\ 
Posons 

b — àrb^t*^^, 

avec Aa(oi — iH)fào (mod /?). 
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Kn exprimant que Ton a 

T}C = cAûr, «^ =: 6a^' , ac irr ca ^''^ 
il vient 

).// =^ ^£ -h ^/O, 

\~l =^ /'. -h //O, 

a moi — ft c , 

« , , ^ . - £(e — i) 

P ^7£H- 7Y'. 4- qr^t -4- r(*,'0 — or,) — 8/7- 



2 

i\ / «s 



0(8 — 1) , '-(i — 1) 0(0 — 1) 



er — ^ -+- 07 -^ -h i r -^^ h 7 ( « — ot — Oi ), 

2 ' îî 2 

Xr e:=: «(76 -h ro), 
Xy ^ a(//t -h r8), 

tout cela (mod p). . • 

Pour le j;roupe G^ 

«/»= ^/'~TC''=:2r/'=: I, bc~cba, ab=ba'^, nc~ca, 

faisons 
il vient 






Les isomorpliismes de G^*;, sont, par suite, donnes par l'ex- 
pression 

/a // c ^ \ 

1 o«^— 11 _> j. 

Le groupe fini continu correspondant est, en changeant 
les notations Cj'ai mis a, [î, y, o, £, T, r,, à la place 
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de Yj 3. £, ^j ri, 0, li x) : 






/' zn T,.r ^^^— !-^ — 3£.r -h ov + 03 -f. 3»t/ 

r(r-hi) PO — I) o . o o. v»(r— 



et il donne 

+ ?[«'+ !«'?'- i?''v'-i?Y(?'-')l- 

Pour le groupe d*. 

a''=:c''=:^''=::i, 0''=^, bc — cba, ab = ba^, ac=zca, 

il faut, dans les congruences précédentes, poser 
il vient 

X == 0, t~T> 6z:eo, az:£i, 3 zz — 6t, -+- - (o — iV 
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Les isomorphismes sont donnés par l'expression 



a b c ^^ 






)■ 



Remplaçons y, o, £, ^, yj, x, par a, p, y, o, £, J^. 
On trouve, pour le groupe fini correspondant, les équa 
tions de définition que voici : 

y( y — i) 

r =: - p£^- -h -- (? - i) 4- 8/ -+- Î5 -h ?^ 

9.., •^(:>^'-') _ FlinO y(y-') _ ,3 .r^.v- . 

*^ ' 3 3 2 '2 

qui donnent 

«^ = a 4- ?x' 4- Y&' -^ ?' y' ^^^-^^— ^ ' 






2 






??■»' 



"' */ 



-1 2 O tl^ J 
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Prenons enlin le groupe G^,, 

a^ = c'' = 3rPz=i, 0/»=:^, bc=zcba. ab^=.ba, ac=.ca'^. 

Il faut, dans les congruences précédentes, faire les hypo- 
thèses suivantes : 

U^=:u:=i\^ ^=^=0, /-znrizio, q z=zq=:i. 

On trouve 

X lEH 0. X ZZ: 01. 6 ~ O, £1^0, '.-IZEI, 3 E= Y'. H (i — t). 



2 



Changeons y? S, ^, r^, t, x en a, p, y, 0, £, 5^. 
L'isomorphisme général a pour expression 



a b c ^ 



,j 



a6-»-Ç(i — £) 



Il donne le groupe fini continu à 5 paramètres que voici 

I _ 

^ e ^ 

avec £' = I , d'où je déduis 

S'^^Sp'e' + eS', 
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SUR LES GROUPES D'ORDRE 7*. 



20. Plusieurs auteurs (VIM. Baguera, Miller) se sont 
occupés de fénuniération des groupes d'ordre/?'. Je la consi- 
dère comme acquise. Je ferai simplement quelques remarques 
sur les groupes obtenus. 

Prenons d'abord les groupes d'ordre 32 : 

a. Le groupe 
a 

16 opérations d'ordre 16 
8 » » 8 

4 I) ^ i 

3 )» » 2 

Le groupe des isomorphismes cogrédients est d'ordre f\. 
Les isomorpbismes qui l'engendrent sont 

^ ~" \ n^"-^ b)' ~\ a'>-^» b^J ' 

Le groupe régulier correspondant est engendré par les 
substitutions 



i< 



Il y a 3 faisceaux d'ordre iG 

F,--i«:, F,:^\ab\. F3=;a«, bl. 
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Ges 3 faisceaux d'ordre iG ont en commun le sous-groupe 
conjugue de lui même, d'ordre 8, 

21. b. Lcgroupe(a^=r, //•'=Ô, 2r«==Ô==i,aft = /wO) 
(& et étant des opérations conjuguées d'elles-mêmes), a 

i6 opëralîons d'ordre S 
12 » » i\ 

3 » » 3 

Les isomorphismes cogrédients sont donnés par 









b = 



Leur groupe est d'ordre 4- 
Il y a 3 faisceaux d'ordre iG, 



Ils ont en commun le sous-groupe conjugué de lui-même 
d'ordre 8, 

Les opérations génératrices du groupe régulier corres- 
pondant sont 

s 

6 = J^J|^(j7A,J7/i,X/„.r/,4), 

A = l 
4 

A = | 

22. c. Le groupe (a' = r, /;^ = 2r» = 0^ =r i , a/; = AaO) (') 
a iG opérations d'ordre 8, 8 d'ordre /|, 7 d'ordre 2. 



(*) Une fois pour toutes, les opération;» désignée? par les lettre» 
8, ^. ... sont conjugués d'elles-mêmes. 
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Le groupe régulier correspondant est engeridré par les 
opérations 

4 8 

O ZZl (J^if^si) (*^12"^4s) i^li^iz) (•^l*-^**) 

X (^15^35) (•^'IG'^'vc) K-^^M^^l) (»^18^48) (•^S1^4l) 

X (•î'js^ï^sj) V'^ÎS'^'l») \'^'i\^2!, )(.^I5'^45) (•^JS'^Se) (»^Î7'^47) (^1$^%%)' 

Les isomorphismes cogrédients sont engendrés par 

Leur groupe est d'ordre 4- 
Il y a 3 faisceaux d'ordre iG, 

Ils ont en commun le sous-groupe d'ordre 8 conjugué de 
lui-même 

23. rf. Le groupe {ci" = 2r, h'= 0, â» = 0- = i, a/> = ba^') 
a i6 opérations d'ordre 8, 6 d'ordre 4, 3 d'ordre 2. 

Les substitutions génératrices du groupe régulier corres- 
pondant sont 

4 8 

« — J[J[(^//I .'-•>f//8)i • ^= JJ[(•27i,*^J,«i•-*-^•8,A•^4,6*-4)• 
Le groupe associé (groupe des isomorphismes cogrédients) 
est engendré par 






« = ( ..^..•...j, ^ = ( 7«.^v..... ) («,P = o,i). 



Il y a 3 faisceaux d'ordre iG 
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Us ont en coninuin le sous-groupe conjugue de lui-uienie 
d'ordre 8, 

24. c. Le groupe («-»=&,// = 3% &* = i, ha = ab'^^) 
a 24 opérations d'ordre 8, 4 d'ordre 4? '^ d'ordre 2. 

Les substitutions génératrices du groupe régulier corres- 
pondant sont 

h = \ 

V 

Le groupe associé. est engendré par les 2 isomorphisnics 

X (^». 6-3») («6», ah^^*) (b?t, ^O') (A»3r, ^3») 

X (ab^, ab*?J^) {ab^?!, ab'h^) {b^^, b*-^^) {ab^^, aA«2r»). 

bz= {a, ab\ a?J^, ab^^^) (ab, ab^, ab'h^-, ab^Ji^) 

X (rt3, ab^'Js, aJj^y ab^'^^) {ab^, ab^^, ab^\ ab^^^). 

Il y a 4 faisceaux d'ordre 8, 

et un faisceau d'ordre i() 

F = :/>, ^;. 

25. /. Le groupe {a' =^,b' = 0, ?:''=--¥= \, ha=ab^(ï) 
a 8 opérations d'ordre 8, 20 d'prdre 4? 3 d'ordre 2. 

Le groupe associé est engendré par les 2 isoniorpliismes 

â— {b,b^^){b\ b''^){ab,ab^^){ab\abH) 
x(ab\ a6ô)(6», 60)(63, 6»e3)(6*3, ^»2r0) 
X (rt63r, a6»30) (a/>*2r, cr^^SrB) (ab''3i, rt^2r0) ( ^>3r, ^2rO), 

/"=i: (rt, a^», aB, riA'O) («6, ab^, ab^, ab^^) 

X («&, ab^'3, aErO, a/>«2re) («ftS, r/^»Sr, ^/>^0, «6*^6). 
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Les substitutions génératrices du groupe associé sont 



4 • 



Il y a un faisceau d'ordre iG, 
et 4 faisceaux d'ordre 8, 

F.zz ja, ej, F,=z ;^^ O;, F,=: \ab\ 6;, F,= \ab\ Oj. 

26. «^. Le groupe {a' = S, // = 0, &- = 0- = i , Z^a = a^») 
a 8 opérations d'ordre 8, 20 d'ordre 4? 3 d'ordre 2. 

Son groupe associé est engendré par les isomorphisnies 

â=z {b, b^){b^, bH){ab, ab^){ab\ ab'-%) 

X (^0, 6»6)(a^e, ab^^){b^, 6»&)(^^^3^, Z>«2re) 

Â"= (cr, aô*0, ae, ab^){ab, a6»e, a^e, a^») 

X (a&, a6*e&, ae&, a**3r)(^aSr, ab*^3j, abh^, ab^^). 

Les substitutions génératrices du groupe régulier corres- 
pondant sont 

On a un faisceau d'ordre i(), 

et 4 faisceaux d'ordre 8, 

F,= |a6«, Oj (a — 0,1, 2,3). 

27. /i. Le groupe 

a 24 opérations d'ordre 4 ^ï- 7 d'ordre 2. 
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On prendra pour les substitutions génératrices du groupe 
régulier correspondant 

8 

^« = J[J[ (•2?/*l-^Aj-^/i3-^A4)i 

Le groupe associé est d'ordre 4- H est engendré par les 
isomorphisines 

â= (6, ^Ô)(a^ fl/>0)(/>2r, ^^)(a^^2r, a63r6) 

b— (a, ae)(a^, ab^)(a^, a^){ab^, ab?:^) 

X (a3r\ a2r'e){rt^2r', a^Sr'e) («SrSr', f/&2r'6) («^S?S', «AâOSr'). 

Il y a trois faisceaux 

28. /. Le groupe 

a 8 opérations d'ordre 8, i6 d'ordre 4» 7 d'ordre 2. 
Le groupe associé est d'ordre 8. Il est engendré par 

a=z {b^ bc^){ab^ abc^){c^ c3r*)(ac, ac2r«) 
X (62r«, ^c&»)(aZ>2r«, abc?f*)(b^, bc2f*) 
X («6^, a^c&*)(c2r, c2r»)(ac2r, ac&»)(63r»^c)(a6&S «i[>c), 

Z» = (a, acSr') (a3^, ac) (aâ^*, ac^) (a2r', ac2r') 
X (c, cSr«)(6-2r, c2r«)(rt^>, rtAc3r)(a^^^, a6c&*) 
X (a6&*, a6c2r»)(a63r»,a6c)(6c, ^6-2r»)(^c^, ôcâr»), 

c^ (rt, a&»)(a&, a2r»)(^, 6&«)(^3r, ^2r') 

X (ac, ac&«)(ac&, ac2r')(^c, Ac&*)(6c2r, ^^cSr'). 

Les faisceaux sont 

;«;, jac;, j^Sr;, ;6c, &;, 1^6, 2r;. 
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Voici les substitutions ^génératrices du groupe régulier 
correspondant 

a= (i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) (9, lo, ir, 12, i3, f4, i5, 16), 

X (17, 18, 19, 20, ai, iî2, 28, 34) (^5^ 26, 27, 28, 29, 3o, 3i, 32), 

b=. (r,9)(2, 28)(3, ii)(4,3o)(5, i3)(6,32)(7, i5) (8, 26) 

X (10, 24)(i2, i8)(i4, 2o)(i6, 22)(i7, 25)(i9, 27) (2 1^29) (23, 3l), 

e— (i, i7)(2, 22)(3, i9)(4, 24)(5, 2i)(6, i8)(7, 23)(8, 20) 
X (9, 29) (10, 26)(i I, 3i) (12, 28) (i3, 25) (1 4, 3o) (i5, 27) (16, 32). 

29. j. Le groupe 

a 8 opérations d'ordre 8, 20 d'ordre 4? 3 d'ordre 2. 

Le groupe associé, d'ordre 8, est engendré par les iso- 
inorphismes 

â~ (b, 6»2r)(6S b^^){ab,ab^?J)(ab\ aô'O) 

x(^6, ^»2r0)(^^*3r, b^?;^)(ab^, a^'^rO) (a6*2r, ei^^'ÔrO), 

b— (a, ab'?!^, «e, ab^^) {ab, «606, abQ, ab^^) 
x {ab\ a3r, ab^^, a^O){ab^, ab^, a6»0, aôSrO). 

Les substitutions génératrices du groupe régulier corres- 
pondant sont 

8 

b=: £][(X/,i...J^V,8), 
A -^ 1 

a zzz ( «^11 «î^s i .r ji X;| ) (^u 0744X^1X34) (XjjXjyXjj./^-) (x,4./;4j.rj4.r3j) 

Enfin voici les faisceaux : 

Fj6, 2rj (ordre i6), 

puis 4 faisceaux d'ordre 8, 
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30. /i. Le groupe 

a i6 opérations d'ordre 8, î 2 d'ordre 4? 3 d'ordre f^. 

Le groupe associé, qui est d'ordre 16, est engendré par . 
les isomorphismes 



a -=. 



X 
X 



b=l 



X 



c = 



X 



a^b, a'^bcy a*60, rt'6cO) (tf'c, rt'c-O), 

flf, ac)(a«, a*0)(rt», rt»ce)(a6, abc){a}b, a^bd) 

a^b. a^bc^){a}c^ à^ciS){a^bc, a^bc^){a^, acO){ab(K nbcii), 

a, aO)(a', aH) (ab, ab(i){a^b, rt»60) 

«c, acO) (a'c, a'cO) (rt6c, abcd) {a^bc^ a'6cO). 



Les substitutions génératrices du groupe régulier corres- 
pondant sont 



//=! 



et 



6 — ab — (•^ii'2?ii^3j^4t.2r,ja'i5r3-a'45)(j?,jj:4gj7,j.r,|J7|g r^^ J'jj.rj4) 

X \^l 3 «^J? '^Jï '^V" -^l 7 »^ÎS ^J7 -^iS ) (-^U "^46 «^38 ^16 ^\ 8 '^t J "^31 ^lî )• 

On a 



ab'* — 



ab' —b'^a\ 


a^b'z:^-b'a\ 


a^b'—b'^a% 


a^'—b'^aK 


a^b'=b'a\ 


a'b'-b'^a. 


b'*a% a}b'^^ 


b'^a\ a*b'^- 


b'^a, a'b^ 


ab'* =b'a\ 


a^b'*--b'*a\ 


a^b'^ - b'a% 


a^b'*—b'a\ 


a^b'*=b'^a\ 


a'b'^=b'a. 



— b'^a\ 



11 y a six faisceaux : 

F,=:(i, ûT, a\ a\ 0, aO, a'O, «Vj), l\~ 

Fj=(i, b, 0, 60, c, 6c, cO, 6cO), Fj=: 

F, r= ( I , <7* 6, 0, rt« 60, c, âf» 6c, cO, n^ bc(ï ), Fç in 

Uxiv. DE Lyon. — Le Vavasseik. 



(i,a6, rt*cO, a' 6c, 0, rt60, ei*c, a'6cO), 
(i, a^6, rt*cO, a6cO, 0, a'60, «*c, a6c), 
(f, ac. rt'O, rr"»c0, 0, ^cO, a\ a^c), 

3 



3^- 
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31. /. Le groupe 

(a*z=0, ^' :=: c* 1= 0* 1= I , ac:=caQj hc=:cb^ ab:=bac) 



a iG opérations d'ordre 8, 4 d'ordre 4» 9 d'ordre 2. 

Le groupe associe est. d'ordre iG, lea isomorphismes qui 
l'engendrent sont 



a = 



X 



b — 



X 



c -==. 



X 



b^ bCy 60, bcO){ab^ abc^ abQ^ abcO)(a^b^ a^bc^ a*60, a'6c*6) 
a^b, a^bc, a^b^, a^bc^){c, cB) (ac, acd) (a*c, a*cO) {a^c, a»cO), 

a, ac)(a», a*Ô)(a', a»cO)(rt/^, abc){a}b, a^bd) 

a}b, a^bcO) (ad, acO) (a*c, a*cO)(a60, a^cô) (rt*6t% rt*6cO), 

ac, acO)(a'c, a'c6)(a66'j rti^cft)(a'6c, a^bcd). 



Le groupe régulier correspondant est engendré par les 
substitutions 



« = J^J[ (cTa, . . ..r/,g), 



h-\ 



X (•37j5J?j7^33^47»i'i-.rjjJ?j7 X^j) («'2:|4 J74]i:r3g Xj) J7|g vr4g J?)^ J^^g). 

Les faisceaux sont : 



F, 



!«' 






= (1, rt'6, ^'c, rt^c, 6, rt'60, a*c6, a^cO), 



32. m» Le groupe 

(or*::-^!, 6*=LiO, c*r-iO'=:i, rtcizicrtO, bc :=z cb^ ab z= bac) 

a 20 opérations d'ordre 4, 1 1 d'ordre 2. 

Les isoniorpliismes qui engendrent le groupe associé, 



CHAPITRE lil. — SUR LES GROUPES D^ORDRE 2^. 35 

lequel est d'ordre i6, sont : 

a = {b^ bc^ 60, bc^)(ab, abc^ abts^ abc^){a}b^ a^bc^ a^bd, a^bc^) 
X (rt'6, a^bc, a'^O, a'6cO)(c, cO)(ac, rtc'0)(a*c, a*cO)(rt*c, «'c6), 

6=: (rt, ac)(aO, acO)(rt*, rt*0)(a», a»cO)(a6, abc) 

x{abO,abc^){a*b, a*b(^){a^b, a^bcO){a^c, a*cO)(a*6c, a«6cO). 

c = (a, aO)(a', «'0)(a6, ab(i){a^b, a^bd) 

X («c, rtc'0)(rt'c, rt'fO)(a6c, abc^){a^bc^ a^bcfi). 

Le groupe régulier est engendré par les substitutions 

a =: (•^n^31<^51'^7l ) (•^lî'^*4î"^J*'^8i) ('^IS'^JS'^SS'^Tj) (*^l4'^*4^51'^8t) 
S 4 4 

Voici les faisceaux : 

Fi= (i, a, a*, a', 0, aO, a*0, a»0), 
F,= (i, a', c, a'c, 0, a'6, cO, rt*cO), 
Fj=: (i, ab^ a*cO, a'^c, 0, a^O, «'c, a'^cO), 
F4rz:(i, a* 6, c, a* 6c, 0, rt*6e, ce, a*6cO), 
Fj= (i, rt'6, a'c, abc\ 0, a' 60, a*cO, a6cO), 
F,=i (i, ac, a*0, a'cO, 0, acO, a*, a'c), 
F7=(i, 6, 0, 60, c, 6c, cO, 6c0). 

33. n. Le groupe 

(2r» — 6«^c«=:i, 6c=rc62r*) 



a 



Posons 



i6 opéralions d'ordre 8, 
8 fl » ij, 

7 » » a. 



Le jrroupe associé est d'ordre \ ; il est engendré par les 



36 SL'u LES r.RouPES d'okdre fini. 

2 isomorphismes 

ï= (c, cO)(Z^c, ^c0)(c2r, c2r0)(6c2r, ôcSrO) 

X (c&*, c&«0)(frc2r*, Ôc2r«0)(c&». c&'0)(frc3r», ftcârJO) (0 = 3r*), 

X (6^*, 6&«0)(ôc2r*, bc^^b){b^\ ^2r»0)(^c&«, ^c^'O). 

Les substitutions génératrices du groupe régulier corres- 
pondant sont 

4 

C =2 («^II^Jl) ('^it^^afi) («^13^3») (*^I4'^38) 

X («î^isJ^ss) (»^l6'^3ï) (^IT-^St) (*^i8'^S4) ('^11^4l) 

X (J?2j^46) (-^iS-^ia) ('^24 •^48) (^13*^48) (•^M'^4j) (-^17 •^47) (^18^44)* 

Les faisceaux sont : 

F,= î b, ^;, F,= ic &!, F,= î bc, &;. 

34. o. Le groupe 

(a» — &, 6*=0, 6*z=&»=ï:0»=i, ab — ba,ac — caB. bc = cb) 

a 24 opérations d'ordre 4 et 7 d'ordre 2. 

Les isomorphismes qui engendrent le groupe associé sont 

n-^ (c, cO)(ac, ac6)(ôt% bc(ï){abc^ abci)) 

X(c&, c&0)(rtcSr, ac^0)(^c3r, Ac&ô)(«^c&, abc^^), 

c ziz (rt, aO) (ab^ a^O)(ac, ac6) (abc^' abcd) 

X (a^, a^0)(«6&, aft&e)(rtc3r, acSrO)(a^c^, a6c2r6). 

Le groupe régulier correspondant est engendré par les 
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37 



opérations 



a 



— J[j[ (•^l,À-^Vî*-jJ^3,A'^*,3A--î)(»^5,A'>Pfi,jA- -î-^7il-^*8,Sil-f)î 



u zzn \^\ï^ii^\%^i\) \^\t^ii^\k^i\) ('^ti^6*«^ij"^8i) (•^îî^'ei'^îi'^eî) 
X \^^iJl^•lt^i%•x^%) («ï^aî •^71*^*34 «^71 ) («^^i-^sv «^43*^81) ('^4J«^«i'^;v»^83)i 

X (^si^^cs) (-^^ij ^64) («^13*^81) (*^î4'^8l) (•^y|^7l)(»^3J»^7j) 
X (XjjJ?7j) ( J?3vJ^74)('^4I»^83) (*^4ï»^8v) ('^43*^»l) (•^44»^8l)» 

Il y a 3 faisceaux d'ordre i6 : 

F,zz: (i , ^, 2r, rtSr, ^, rt^, ^2r, abJs, 0, «0, 2r0, rï3rO, 60, a60, 6^0, aô^O), 
F3 = (i, rtc, SrO, acSrt), 6, rt^c, 62rO, «^cStO, 0, «cO, 3^, acâ", 60, rt6cO, 6&). 

lio. p. Le groupe 



'rt' 



\ abmùaU, ac--^ca^(), bc — cb?Jf) ) 

a 28 opérations d'ordre /| et 3 d'ordre 2. 

Le groupe associé, qui est d'ordre 8, est engendré par 
les 3 isomorphismes 



a = 



X 
X 



b — 



X 
X 



c = 



6, 60) («6, (760) (c, c2r0) 

rtc, acâ^O) (6c*, 6c&) (a6c, abc?s) (62?, 62^0) 

a6^, rt62r0) {c^, cO) (rtc2r, ^cO) (6c0, 6c3y0) (a6c0, abc?Jii), 

a, ad) (rt6, ^60) (c, c2r0) 

^c, ac2r) (bc\ bc^O)' {abc. abc'^) (a?j^ «2:0) 

ab^, ab?Jii) (r27, cO) (auO, rtc270) (6c2r, 6cO) (a6c0, flr6c^0), 

a, rt2r0) (6, 6^0) (ac-, ac^(i) (bc, 6c270) 
rt&, aO) (627, 60) («c'2r, acO) (6c-3r, 6cO). 



Les substitutions généralrices du groupe régulier corres- 
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pondant sont 



a r= 



(i, 2, 3, 4) ('5, 6, 7, 8) (9, lo, II, 12) (i3, i4, i5, i6) 
X (17, 18, 19, 30) (21, 22, 23, 24) (25, 26, 27, 28) (29, 3o, 3i, 32), 

b— (i, 5, 9, i3) (2, i4, 10, 6) (3, 7, II, i5) (4, 16, 12, 8) 

X (17, 21, 20, 29) (18, 3o, 26, 22) (19, 23, 27, 3i) (20, 32, 28, 24), 

c = (i, 17, II, 27) (2, 28, 12, 18) (3, 19, 9, 20) (4* 26, 10, 20) 
X (5, 3i, i5, 21) (6, 24, 16, 3o) (7, 29, i3, 23) (8, 22, i4, 32). 

Voici les faisceaux 



Fv= 



[i, ^, 0, ^0, &, ^2r, 0^, ^0^], 

n, c, &0; cSrô, &, car, 0, cO, ab, abc, ^6^0, a^c^O, 

I a^Sr, abc^, ab^, abc^ 

[i, <3rc, &, ac2r, 0, acO, SrO, acâ'O], 

[i, 6c, 0, AcO, 2y, 6c3r, 2tO, ^c^O]. 



36. q. Le groupe 

(a«=c*=3r, 6-:=0, 2r* = 0*=i, ab=baOy ac — ca^, bc = cb) 



a 



28 opérations d'ordre 4^ 
3 » » 2. 

Les isomorphismes qui engendrent le groupe associé sont 



a := 



X 

X 



bz=z 



X 



C 



X 



ô, 60) (a6, abO) (c\ c2r) 

6c, 6c&0) {abc, a6c&0) (ac, ac^) (6S, 6&0) 

ab^, a62r6)(c0, c2r0)(ac0, rtc^e)(6c&, 6cO)(a6c2r, ûf6cO), 

a, aO) (a6, a60) (ac, acO) (a6c, abcO) 

rtSr, rt^O) (rt63r, a6&0) («c^, ac^O) {abc?J. abc^i)\ 

a, a^) {ab, ab^) (ac^ ac2r) {abc, abc'^) 

aO, a^O) («60, «6^0) (acO, acSrO) (a6ç2r, a6c270). 



Les substitutions génératrices du groupe régulier corres- 
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pondant sont 

a— (i, 2, 3, 4) (5, 6, 7, 8) (9, 10, II, 12) (i3, i4, i5, 16) 

X (17, i8, 19, 20) (21, 22, 28, 24) (20, 26, 27, 28) (29, 3o, 3i, 32), 

b= (i, 5,9, i3) (2, i4, 10, 6) (3, 7, II, 10) (4, 16, 12, 8) 

X (17, 21, 20, 29) {18, 3o, 26, 22) (19, 23, 27, 3i) (20, 32, 28, 24), 

c~ (i, 17, 3, 19) (2, 20, 4i 18) (5, 21, 7, 23) (6, 24, 8, 22) 

X (9, 20, II, 27) (10, 28, 12, 26)(i3, 29, i5, 3i) (i4, 32, 16, 3o). 

Voici les faisceaux 

F,= ;«r, 2r, 0;, F,= J ^^, 0, c, &!, F,rz ;a^, 2r, o;, 

37. r. Le groupe 

a 28 opérations d'ordre 4 et 3 d'ordre 2. 

Le groupe associé, d'ordre 4, est engendré par les isomor- 
phismes 

rt = {b, ^0) {ab, abd) (bc, bcO) {abc, abcfi) 

X (62r, ^2r0) {ab^, a^SrO) {bc?^, bc^ù) {abc?J, a^c&O), 

b = (a, aO) (aby ab^) {ac, acO) (abc, abc^) 

X («&, a&O) (a62r, a^SrO) (rtcSr, ac^O) (abc^, abc^O). 

Les substitutions génératrices du groupe régulier corres- 
pondant sont 

az=z (i, 2, 3, 4) (5, 6, 7, 8) (9, 10, II, 12) (i3, i4, i.j, 16) 

X (17, 18, 19, 20) (21, 22, 23, 24)(25, 26, 27, 28)(29, 3o, 3i, 32), 

b=: (i, 5, 9, i3) (2, i4, 10, 6) (3, 7, II, i5) (4, 16, 12, 8) 

X (17, 21, 25, 29) (18, 3o, 26, 22) (19, 23, 27, 3i) (20, 32, 28, 24), 

c= (i, 17, 1 1, 27) (2, 18, 12, 28)(3, 19, 9, 25) (4, 20, 10, 26) 
X (5, 21, i5, 3i) (6, 22, 16, 32) (7, 23, i3, 29) (8, 24, i4, 3o). 

Voici les faisceaux 

F,= ;«, &, c, 0:, hi= \b. c\. F3=;aA, ç\. 
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38. S. Le groupe 

(a«~3r, ^*^0, c»=2r»=:0«=: I, ab=zba(i, ac = crt3r0, bc=:cb^Q) 

a 2/j opérations d'ordre 4? et 7 opérations d'ordre 2. 

Les isomorphismes qui engendrent le groupe associé sont 

a-- (b, bd) (ab, abO) (c, c^O) 

X {ac, ac^e) (^>c, bc^) (abc, abc^) (^3r, ^2rO) 

X (rt^2r, a^ârO) (c2r, cO) (ac^, acd) (6cO, ^c3r6) (a^cO, afecO&), 

Z= (a, rtO) (a^, ab(i) (c, c2r0) 

X (ac, ac^) (bc, 6c&e) (aôc, a^cSr) (a3r, a^O) 

X («^Sr, a^^O) {c^, cO) (acO, ac&e) (^2r, bcd) {abc^, abc^^\ 

c = \a, aSrO) (6, ^&0) (ac, «cSrO) 

X (^c, ^cSrO) (aâr, aO) (^2r, 66) (ac&, acO) (6c2r, 6cO). 

Voici les substitutions génératrices du groupe régulier 
correspondant 

a= (i, 2, 3, 4) (5, 6, 7, 8) 

X (9, 10, II, 12) (i3, i4, i5, 16) (17, 18, 19, 20) 

X (ai, 22, 23, 24) (25, 26, 27, 28) (29, 3o, 3i, 32), 

b= (I, 5, 9, i3) (2, i4, 10, 6) 

X (3, 7, II, i5) (4, 16, 12, 8) (17, 21, 20, 29) 
X(i8, 3o, 26, 22) (19, 23, 27, 3i) (20, 32, 28, 24), 

c= (i, 17) (2, 28) (3, 19) (4, 26) 

X (5, 3i) (6, 22) (7, 29) (8, 24) (9, 25) 

x(io, 20) (11, 27) (12, 18) (i3, 23) (i4, 3o)(i5, 21) (16, 32). 

Les faisceaux sont 

F, .: ,a. 0;, F,= ;6, 2^:, V^— lac, 2r;, 

\\.- \bc, 0!, F3- ;c, ab. o;. 

;19. /. Le groupe (a* = &, // = &=^ = ô^ = 1 , ab = ha^^) 
a 8 opérations d'ordre 8, 12 d'ordre 4? 1 1 d'ordre 2. 
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Le groupe associé est engendré par les 2 isomorphismes 

6= (a, a'O) (aV a«&) (a^ a»60) (a*^ a*Z>2r) 

X (a&, a»SrO) (a«0, a'3rO) (a^&, a»^&0) (a^^O, rt*6&0). 

Les substitutions génératrices du groupe associé sont 

a= (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) (9, 10, II, 12, i3, i4, 10, 16) 

X (17, 18, 19, ao, 21, 22, 23, 24) (20, 26, 27, 28, 29, 3o, 3i, 32), 

^= (^ 9. 171 20) (2, 28, 18, 12) (3, i5, §9, 3i) (4, a6, 20, 10) 
X (5, i3, 21, 29) (6, 32, 22, 16) (7, II, 23, 27) (8, 3o, 24, i4)- 

Voici les faisceaux 

F =ia,Oj, F,= ;a^, &, 9), 

F,= ;^2r,0), F,=: Ja«^ &, Oj. 

40. u. Le groupe (a* = />* = ô, ô*=i, ab^ba^b) a 
8 opérations d'ordre 16, 4 d'ordre 8, 18 d'ordre 4> ' opé- 
ration d'ordre 2. 

Les isomorphismes qui engendrent le groupe associé sont 

-_ / a^b\^ \ -_/ a><bV- \ 

Voici les substitutions génératrices du groupe régulier 
correspondant 

a = (i, 2, .. ., 16) (17, 18, . .., 32), 

6= (I.. 17, 9, 20) (2, 32, 10, 24) (3, 3i, II, 23) (4, 3o, 12, 22) 
x(o, 29, i3, 21) (6, 28, 14, 20) (7, 27, 10, 19) (8, 26, 16, 18). 

Les faisceaux sont 

F=: jaj (ordre 16) 

cl 8 faisceaux d'ordre 4 5 

F>,=:r;a>'6; (À = o, I, 2, ..., 7). 



l\1 SUR LES GROUPES d'oRDUE FIM. 

41 . V. Le groupe (a} = 0, 6^ = 0* = t , ab = bà^) a 8 opé- 
rations d'ordre i6, 4 d'ordre 8, lo d'ordre 4? 9 d'ordre 2. 
Les isomorphismes qui engendrent le groupe associé sont 

a^b^ \ ^ /a^bV- 

a'^'^bV' 



^^(a^-^-61^)^ ^ = 



Le groupe régulier correspondant est engendré par les 
substitutions 

a=: (i, 2, 3, . . ., i6) (17, 18, . . ., 3a), 

b=i (i,i7)(2,ti4)(3,3i)(4,2Q) 

X (5,29) (6,20) (7,27) (8,18) (9,25) (10,32) 

X (11, 23) (12, 3o) (i3,2i) (14,28) (15,19) (16,26). 

Il V a un faisceau d'ordre 16, 
et 8 faisceaux d'ordre 4? 

F,).^i=la»>--tô!, F,>-;a»À^, Oi (X^o, i, 2, 3). 

42. Kv. Le groupe (a* = 6, 6^=6^=1, ab = ba'0) a 
8 opérations d'ordre iG, 4 d'ordre 8, 2 d'ordre 4? '7 
d'ordre 2. 

Les isomorphismes qui engendrent le groupe associé sont 

Le groupe régulier correspondant a pour substitutions 
génératrices 

A = ! * = I 

11 y a un faisceau d'ordre 16, 

F = ;a: 



CIlAriTRE m. SUR LES (;ROi:PES d'ordre 2\ /|v3 

et 8 d'ordre 4 y 

Fi—]a^b, O; (X = o, I, ...,7). 

43. X. Le groupe 

(a*zi:0, ô*=c»=i, ab=z ba}, ac^cad^ bc = cb(i, OV— i) 

a 8 opérations d'ordre 8, 16 d'ordre 4» 7 d'ordre 2. 

Les isomorphismes qui engendrent le groupe associé sont 

â = {b, a^b, bO, a^bd) 

X {ab, a*b, ab^, a^bfi) (c, cO) {ac, acO) 

X {a^c^ a*c6) {bc^ a^bcfi, icO, a^bc) {abc, câbc^, abc^, a*bc)^ 

~b = (a, a») (a% a«0) (a6, a»6) (a«6, a«60) (c, cO) 

X («c, a»cO) (^c, 6ce) (a6c, a*ôcO) (aO, a»e) (a60, a'^O), 

c= (a, aO) (a», a'O) (6. ^0) {a-b, a^bi)) 

X (ac, acO) (a'c, a'cO) (^c, ^c8) (a*frc, «'^0). 

Le groupe régulier correspondant est engendré' par les 
substitutions que voici 

a = (1,2, . . ., 8)(9, lo, . . ., 16) (17, 18, . . ., 24) (20, 26, . . ., 32), 

b =z (I, 9)(2, i2)(3, iD)(4, io)(o, i3)(6, i6)(7, ii)(8, i4)(i7. î»5) 
X (18, 28)(i9, 3i)(2o, 26)(2i, 29)(22, 32)(23, 27)(24, 3o), 

c = (I, 7) (2, 22) (3, 19) (4, 24) (5, 21) (6, 18) (7, 23) (8, 20) (9, 29) 
X (10, 26)(ii, 3i)(j2, 28)(i3, 25)(i4, 3o)(i5, 27)(i6, 32). 

Il y a 6 faisceaux d'ordre 8 

F, =!«!, F, z=:;«c!, ¥\ = \ab,c\, 

F; = ja'^ cj, F; =r îrt'c, b\, F; = \bc. a^b\. 

44. )\ Le groupe 

(a^=0, ^*=c*=:e«iz:i, abzzzba^a, ac = ca, bc — cb^) 

a 8 opérations d'ordre 8, 12 d'ordre 4, 1 1 d'ordre 2. 
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Si:il LES GROUPES D ORDRE FIM. 

Les isomorphismes qui engendrent le groupe associé sont 



a =z 



X 



X 



c = 



X 



bCy a^bcdy bcd^ a^bc){abc^ a^bc^^ abcd^ a^bc)^ 

a. a»0)(aS a*0)(«0, a^){ab, a}bn){a^b, a^b(i)(a^b, ab(i) 
c, cO)(«c, a^c)(bc^ bc^)(abc^ a'6c)(acO, rt'cO)(a6c6, a'ôcO), 

b, b(i){ab, abii){a^b, a^b(i){a*b, a^bd) 

bc, bc(i){abc, abc^){a^bc, a*bc^){a*bc, a*6c6). 



Le groupe régulier correspondant a pour opérations géné- 
ratrices 

«= (i, 2, . . ., 8)(9, lo, . . ., 17) (17, l8. . . ,, 24)(20, 5l6, . . ., 3q), 

b~ (1, 9)(a, i6)(3, i5)(4, i'i)(5, i3)(6, i2)(7, ii)(8, io)(i7, 20) 
x(i8, 32)(i9, 3i)(2o, 3o)(2i, 29)(22, 28)(23, 27X24, 26), 

c = (i, 17) (a, 18) (3, 19) (4, 20) (.5, 21) (6, 22) (7, 23) (8, 24) (9, 29) 
X (10, 3o)(i I, 3i) (12, 32) (1 3, 20) (14, 26) (10, 27) (16, 28). 

Il y a un faisceau d'ordre 16 



et 4 d'ordre 8 



Fi=)aH',a'b[ (Xi-o, i,^î,3), 



45. z. Le groupe 

(a*=0, A*=c*=:0"=r I, ab — bo'^, ac = ca(i^ bc ~ cb) 

a 8 opérations d'ordre 8, 8 d'ordre 4, < > d'ordre 2. 

Les isomorphismes qui engendrent le groupe associé sont 

ârr {b, a^b, 60, a^bO)(ab, n^b, abO, a*bO) 
(c, c(i){ac\ ac(\){a*c, rt«cO)(a'c\ a'U'O) 
{bc^ a*bc(i, bc^^ a*bc)(abc^ a^bcO^ abc^s a^bc)^ 

(a, a')(rt*, a*0)(rt6, a^b) 

{a^b^ a^bU){at\ a^c){a^c^ à^c^)(abc. n^bc) 

{a*bc. a*bc())(a(i, a'0)(a60, a'60)(rtrrO, rt'cO)(^6cO, a^bcfi), 

(a, a()){a\ a^(i){ab, abf))(a^b, a^bii) 
X (ac-, acO)(rt'c*, rt'cO)(rt6c. abc^){a^bc^ n^bcO), 



bz=:i 



X 
X 

X 
X 



c =: 



CHAPITRE III. — SUK LES CnOlPES d'oRDRR 2*. 4^ 

Le groupe régulier correspondant a pour substilulions 
génératrices 



a 
h 



c 



(i, a, . . ., 8)(9, lo, . . ., i6)(i7, 18, . . ., 24)(îi5, 26, . . ., 3a), 

(i, 9)(2, ia)(3, iD)(4, io)(5, i3)(6, i6)(7, ii)(8, i4)(i7^ ^•5) 
X (18, a8)(i9, 3i)(ao, 26)(ai, a9)(2a, 32)(a3, 27)(24, 3o), 

(9, 20) (i, 17) (2, 22) (3, 19) (4, a4)(5, 21) (6, 18) (7, 23) (8, 20) 
X (10, 3o)(ii, 27)(i2, 32)(i3, 29)(i/|, 26)(i5, 3i)(i6, 28). 



Il y a 4 faisceaux d'ordre 8 et 4 d'ordre 4 
F; = \ab, O;, F; = \a^b. O;, F'I^.abc, o;, 



f; :^:a*b. c, o;, 
f: = ;^»^c, o;. 



46. a. Le groupe 

(a«=2r, b*=c*=?j*—(i*=i, ab = ba^(^, ac — ca^, bc — cbJs) 

a i6 opérations d'ordre 4 et i6 d'ordre a. 

Les isomorpliismes qui engendrent le groupe associé sont 



a = 



(b, b?J(i){ab, ab^(i){c, c?J)(ac, ac?J) 
X (bc, bcQ){abc, abc(i)(bii, b^)(ab(i, ab^) 
X (c'O, c&0)(acO, ac2r0)(6c2r, bc^(i){abc^, rr^c&O), 

b L.Z (a, a2r0)(fl6, a^&0)(c, c^){ac. acO) 

X(bc, bc^){abc\ abci))(a(i, a^)(abii, ab?S) 

X (cO, c'^^)(ac'^, ac&0)(^cO, bc'^){abc?S, abc^d), 

(a, a^){b, b^){ac^ ac?J){bc^ bc^) 
X (rtO, a2r0)(^0, ^2r0)(rtc0, <ic&0) {bcO. bc^d). 



c nr 



Il y a un faisceau d'ordre i(i 



F= ;«6, c, 3^1 

et 4 faisceaux d'ordre 8 

F,= \a, 0!, h\=\bc, 0!, f; = ;A, &, 0;, 



F;=zjrtc, &, o;. 



Les isomorpliismes qui engendrent le groupe régulier 



46 SUR LES GROUPES D^ORDRE FINI. 

cori^espondant sont 



a 



X 



X 



C =r 



X 



I, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8)(9, 10, II, i2)(i3, i4, i5, i6) 

17, 18, 19, 20) (21, 22, 28, 24) (25, 26, 27, 28) (29, 3o, 3i, 32), 

I, 5)(2, 24)(3, 7)(4, a2)(6, 2o)(8, i8)(9, i3)(io, 32)(ii, i5) 
12, 3o)(i4, 28)(i6, 26)(i7, 2i)(i9, 23)(25, 29)(27, 3i), 

i, 9)(2, i2)(3, ii)(4, io)(5, iD)(6, i4)(7, '3) (8, i6)(i7, 25) 

18, 28)(l9, 27){20, 26)(21, 3l)(22, 3o)(23, 29)(24, 32). 



47. p. Le groupe 

a 20 opérations d'ordre 4 et 1 1 d'ordre 2. 

Voici les isomorphismcs qui engendrent ici le groupe 
associé 



a 



{b, A2rO)(aô, a6&ô)(c-, c2r0) 
X (ac, ac&0)(^0, b^){ab^, ab?r){cO, c&)(acO, acSr), 

b— (a, a2r0)(a/>, a^&O) (c, cO) (ac, acSr) 
X {bc, 6cO)(a6c, a6c2r)(aO, a&) (a62r, abO) 
X (c&, c^O) (acO, ac&e) (^c2r, 6c2r0) (a^cO, a^c^O), 

c— (a, a3rO)(6, 60)(a^, a62r)<ac, ac&O) 
X (ôc, ^cO) (a6c, a6c&) (aO, a&) (^2r, ^;2r0) 
X (flôô, «6&0) (ace, ac&) (6c2r, ôcârô) (rtôcO, a6c2r0). 

Il V à un faisceau d'ordre 16 et 4 faisceaux d'ordre 8 



F =\a,bc\, 



f;=;c,&, 0;. 



F, = ;ac, 2r;, 



Les substitutions génératrices du groupe régulier corres- 
pondant sont 



a 



b = 



c r 



(i, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8)(9, 10, II, i2)(i3, i4, i5, 16) 
X (17, 18, 19, 20) (21, 22, 23, 24) (20, 26, 27, 28) (29, 3o, 3i, 32), 

(i, 5)(2, 24)(3, 7)(4, 2?.)(6, 2o)(8, i8)(9, i3)(io, 32)(ii, i5) 
X (12, 3o)(i4, 28) (16, 26) (17, 21) (19, 23) (20, 29) (27, 3i), 

(1, 9) (2, 28) (3, 1 1) (4, 26) (.5, 29) (6, 16) (7, 3i) (8, i4) (10, 20) 
X (r.>., f8) (i3, -îi ) ( i.>, -.là) (17, i!'t) (19, '?7) (2'i, 3^) (24, 3oU 
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48. y. Le groupe 

12 Opérations d*ordre 4» 
19 » » 2. 

Les isomorphisiiies qui engendrent le groupe associé sont 



a = 



X 

X 



bzrz 



X 
X 



C -=. 



X 



b, 63r) (ai>, a6&) (c, c6) (ac, ac6) 

^c, ôc&e)(a6c, a6c2r0)(^e, ^^âre) (a^O, a^SrO) 

a, fl2r) (aô, ab^) (c, cO) (ac, ac2r0) 

bc, bc^) {abc, aôc&O) («0, a&O) («60, a^&O) 

c&, c2r0) {ac?!. acO) (6c&. ^câ^O) (a^cO, abc'^), 

a, aO) (6, 60) (ac, acO)(66-, 6cO) 

a&, rtâ^O) (6&, 62rO) (ac2r, ac^O) (6c&, 6c2rO). 



Il y a un faisceau d'ordre iG et 4 faisceaux d'ordre 8 



F --;a6, e, 2r, 0;, F,= !a, o;, 

F,= j6c,&;, F'z=:}6,&, o;. 



F,=: ;ac, 0|, 



Les substitutions génératrices du groupe régulier corres- 
pondant sont 



a = 



X 



b — 



X 



c _- 



I, 2, 3, 4) (5, 6, 7, 8) (9, 10, II, 12) (i3, i4, i5, 16) 

17, 18, 19, 20)(2I, 22, 28, 24) (20, 26, 27, 28) (29, 3o, 3l, 32), 

I, D)(2, 8)(3, 7)(4, 6)(9, i3)(io, i6)(ii, i5)(i3, i4)(i7,2i) 

18, 24)(I9, 23)(20, 22)(25, 29)(26, 32)(27, 3l)(28, 3o), 

i, 9)(2, 26)(3, II) (4, 28)(5, 29)(6, i4)(7, 3i)(8, i6)(io, 18) 
12, 20) (1 3, 21) (i 5, 23) (17, 25) (19, 27) (22, 3o)(2 j, 32). 



49. 0. Le groupe 

(a« — Et, 6* — c«=:&*z=0' ::i, ah =1 ba?JO, ac-^caO, bc z^ cbi)) 



a 20 opérations d'ordre 4 tH 1 1 d'ordre 2. 
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srn LES Guori»ES n onnuE fim. 



Voici les isomorphismes qui engendrent le groupe associe 

a= (6, b^(i){ab, afr&0)(c, c^)(ac, acO)(6c, bc^){abc, abc^) 

x(b^, b(i){ab(i, a^2r)(c3r, c3^0)(rtc2r, ac^Q) {bc(i, bc^(i)(abcB, abc^fi), 

b= (rt, a^(i)(ab, fl^2r0)(c, cO)(ac, rtc2r)(/?c, bcîi){abc, abc^) 

X(a0, rt2r)(flr^o, rt^2r)(c2r, c-&0)(acO, rtc&0)(/>c2r, bc?J^){abcii, abc^O), 

c = {a; af))(b, b(i)(ac, acù)(bc, bcd) 

Il y a I faisceau d'ordre iG et 4 faisceaux d'ordre 8 



F =\a, b,c,^\. 



F,= ;«, o;, F,= ;«c», &!, 
F':=;^,&, 0!. 



Les substitutions génératrices du groupe régulier corres- 
pondant sont 



a = 



X 



b = 



c = 



a = 



b = 



c = 



(i, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8)(9, lo, II, iî«)(i3, li, i5, i6) 

(17, 18, 19, ao) (îii, 22, 23, 24) (20, 26, 27, 28) (29, 3o, 3i, 32 ), 

(I, 5)(2, 24)(3, 7)(4. 22)(6, 2o)(8, 18) (9, i3)(io, 32)(ii, 10) 
(12, 3o)(i4, 28) (16, a6)(i7, 2i)(i9, 23)(2o, 29)(27, 3i), 

(i,9)(2, 26){3, ii)(4, 28)(;5, 29) (6, i4)(7,3i)(8, i6)(io. 18) 
X (12, 20) (i3, 21) (i5, 23) (17, 2.3) (19, 27) (22, 3o)(24, 32). ^ 

50. £. Le groupe 

(a«=2r, ^>« = c« = &*=:0*i=i, ab=zba?J, acz=zca^, bc = cbfi) 

a 12 opérations d'ordre 4 et 19 d'ordre a. 

Les isomorphismes qui engendrent le groupe associé sont 

(by bb){ab. ab^)(c, c^)(ac, ac^) 
x(/>0, b?JO)(ab(i, ab?r(i){c(i, c3^0)(a6-0, ac2r0), 

(rt, a?J){ab, abJ3){c, c-0)(ac', ac2rO}(Ô6', bc(ï){abc, a^c 3r0) 
X(a0, a&0)(a^O, rt^3rO)(c3r, c2rO)(rtcO, ac2r)(^c2r, ^c3rO)(a^c&, at^O). 

(flr, a3r)(^, b(i)(ab, a^2r0)(ac, rtc3^)(^>e, 6cO)(a^c, a^cSrO) 
X (<70, ^&0)(/>&, />&0)(^/>0, rtrA&)(^rO. rtc2rO)(^c2r, />c&0)(^/>c2r, a6cO). 
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Il y a un faisceau d'ordre i6 et 4 faisceaux d'ordre 8 

Le groupe régulier correspondant a pour substitutions 
génératrices 



a = 



b = 



C :zz 



(i, 2, 3, 4) (5, 6, 7, 8) (9, io,ii,i2)(i3, i4, i5, i6) 
X (17, 18, 19, 20) (21, 22, 23, 24) (25, 26, 27, 28) (29, 3o, 3i, 32), 

(I, 5) (2, 8) (3, 7) (4, 6) (9, i3) (10, 16) (n, i5) (12, i4) (17, 21) 
X (18, 24) (19, 23) (20, 22) (25, 29) (26, 32) (27, 3i) (28, 3o), 

(1,9) (2, 12) (3, II) (4, 10) (5, 29) (6, 32)(7, 3i)(8, 3o)(i3, 21) 
X (i4, 24) (i5, 23) (16, 22) (17, 20) (i8, 28) (19, 27) (20, 26). 



51. T^. Le groupe 

a 24 opérations d'ordre 4 et 7 d'ordre 2. 

Les isomorphismcs qui engendrent le groupe associé sont 



a — {b, bb) {ab, ab^) (c, c8) («c, acO) 

X (63r, ^»&0) {ab?5, a^ârO) (c&, c&O) («c3r, acSrO), 

b = (rt, «6) (ab^ ab^) (c, car) (^c, «c&O) 

X {bc, bc?S) (abc, abc^fi) (a3r, a^fi) {ab^, a^^O) 

X (ce, c2rO) (acô, ac2r) {bc^, bc^d) {abcO, abc?f), 

c = (a, aO) (^1, 6^) («^, a^SrO) («c, acO) 

X (6c, bc?!) (abc, a6c2rO) (aSr, «^0) (6&, b^(i) 

X (a60, aôSr) («car, acSrO) (6c8, 6c3rO) (a6cO, abc^). 

Il y a un faisceau d'ordre 16 et 4 faisceaux d'ordre 8 : 

F=\a,bc\, F,zri^&!, F,=:Ja^O!, 

F3=l«c, Oi, F=:lc,&, 0!. 

Le groupe régulier correspondant admet pour substitu- 



Uifiv. DE Lyon. — Le Vavasseur. 



4 



5o 



SUR LES i;R01 PES D ORDRE FIXI- 



» 9 



lions génératrices : 



a r 



- (i, 2, 3, 4)(5,6, 7,8)(9, io,ii, ia)(i3, i4, i5, i6) 
X (17, 18, 19, 20) (21, 22, 23, 24) (25, 26, 27, 28) (29, 3o, 3i, 32), 

b— (i, 5, 9, i3)(2, i4, 10, 6)(3, 7, II, i5)(4, 16, 12, 8) 

X (17, 21, 25, 29) (18, 3o, 26, 22) (19, 23, 27, 3i)(2o, 32, 28,24), 

c— (i, 17) (2, 26) (3, 19) (4, 28) (5, 23) (6, 32) (7, 21) (8, 3o)(9, ao) 
X (10, 18) (11, 27) (12, 20) (i 3, 3i)(i4, 24) (i 5, 29) (16, 22). 



52. Y]. Le groupe 



( 



ad=ida%^ bc 



0, 0'=i, ab=^ba^^ ac.-ncaO 
= cAe, bd — db%, cd—dc^ 



) 



20 opérations d'ordre 4? 
Il » » 2 . 



Les isomorphismes qui engendrent le groupe associé sont 

a= (ft, 69) (aô, «66) (c, c6) (ac, acO) 

X {d, dB) (ad, adB) {bcd, bcd%) {abcd\ abcdB), 



b — 



c zzz 



d — 



(c, cB){bc, bcB) (d, dB) {bd, bd%) 
X (a, a 9) (a6, abB) {acd, acdB) {abcd, abcdQ), 

m 

(é/, dB) (cd, cdB) (a, ûf9) (ac, ac9) 
X (6, 69) (6c, 6c9) {abd, abdB) {abcd, abcd^), 

(a, a9) (fl^, aflr9) (6, 66) (bd, bd%) 
X (c, c6) {cd, cdB) (abc^ a6c6) {abcd, abcdB). 



Il y a i5 faisceaux d'ordre 8 



Fj — [a, 6c!, 

V\ = \b,ad\, 
F, = \c,bd\, 
F[=\ab,cd\, 



F, —\a, bd[. 
F,=\b,cd\, 

F,o:=!^, «6;, 

F; = \ac, bd\, 



F, — ;«, crf;, 


F» ! 6, 


ac!. 


F, c, flô!, 


F, !c, 


arfj, 


F,,— |rf, ac;, 


F„ Irf, 


bc\. 


f; — ;arf, bc\. 







Les substitutions génératrices du groupe régulier corres- 
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.*)! 



pondant sont 

(i, 2, 3, 4) (5, 6, 7, 8) (9, lo, II, la) (i3, i4, i5, i6) 
X (17, 18, 19, 20) (21, 22, 28, 24) (20, 26, 27, 28) (29, 3o, 3l, 32), 

(1,5, 3, 7)(2, 8, 4, 6)(9, i3, II, i5)(io, 16, 12, i4) 

(17, 21, 19, 23) (18, 24, 20, 22) (25, 29, 27, 3i) (26, 32, 28, 3o), 

(1,9, 3, II) (2, 12, 4, 10) (5, i5, 7, i3)(6, i4, 8, i6) 
X (17, 20, 19, 27) (18, 28, 20, 26) (21, 3i. 23, 29) (22, 3o, 24, 32), 

(i, 17, 3, 19) (2, 20, 4, 18) (5, 23, 7, 21) (6, 22, 8, 2\) 

(9, 27, II, 20) (10, 26, 12, 28) (13, 29, i5, 3i) (i4, 32, 16, 3o). 



a z=z 



bzzi 



C Z=L 



d — 



CHAPITRE IV. 

SUR QUELQUES GROUPES D'ORDRE 9.«. 



53. Le groupe 

[«« = &, &«"-'= 6«—i, ab^ba^^""' (/i>3)] 

a 2'*"* opérations d'ordre 2'*"* (a = i,2,...,/i — 2)et3 opé- 
rations d'ordre 2. 

Le groupe régulier correspondant est engendré par les 
substitutions 

h = \ 

■ ■ ■ ■ 

Le groupe associé (d'ordre 4) est engendré par lesisomor- 
phismes 

Il y a 3 faisceaux 
ayant en commun le sous-groupe conjugué de lui-même 

64. Soit le groupe 

(^î=:2r, ^«=0, 3r*"-'=0» — I, ab — ba^, «>3). 
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Les substitutions génératrices du groupe régulier corres- 
pondant sont 



b = J J^ (^Al^AJ^/i»-27/,*)> 
A = i 

4 



_ — — . 



*=1 



a 



Le groupe contient 

a«-« opérations d'ordre 2*-*-* (a z= i, 2, . . . , n — 3), 

4 » » 4i 

3 » 02. 

Il y a 3 faisceaux d'ordre 2"""* 
55. Le groupe 

2'*-"* opérations d'ordre a**"*, 

2«-a-î ,j ^ a»-»-* (a = o, 1, 2, .. .,/i — 5), 

7 » » 2. 

Le groupe régulier est engendré par les substitutions 









® = JJ(^I,A^J,a) ('2^î,A'274,a-), 



A=:l 



6= (J^ii^ai) (j^llJ'iï) (^13-^33) (♦^14'2:44) . . . (j7l,2'-'-l'r3,in-._i) (»ri,s— a^4,,»-.) 
X (^ii^vi) (^M^Sl) (J^M-Ï^is) (•3?îV^3t) • • - (•^J,t--^-I'^4,î'»-'-l) (-^J.î'-^^a.J-O* 



? 



5f SUR LES GROUPES D*ORDR£ FINI. 

Les isomorphismes générateurs du groupe associé sont 



■ a^'O^Hv-- 



\ - / abP^HV- \ 

0' ^^U^p^^oi^-/ (*'^=^''^- 



a 



U y a 3 faisceaux d'ordre 2"~* 

56. Le groupe 

[rt«--27, ^*=:0, 2r»— z=0* = i, ab — ba^^"'* (/i>4)] 
2" * opérations d'ordre a"-« (aSr^OI*, rt^Sr^Bl*), 

!?'*-*"' » » 2'»-« * [a = 0,1, 2, ...,(/! — 5)], 

Les substitutions du groupe régulier correspondant sont 

4 

a =z Jj^ I (.r/„.r/,, . . . *r/i,,~-i), 

_ — — . 

^ ^= Il (^■|,A'^J,(l-»-î"-*)il-î--'-rj,A-ï*V,(lTl"-')*-l"' ')• 

Le groupe associé est engendré par les isomorphismes 

On a 3 faisceaux d'ordre 2""~* 

57. I^e groupe 
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a"-* opérations d'ordre a*»"' («^^î abJi^^ ab^?i^\ ab^^*')^ 

2«-a-J y^ ^ 3«-a-J (a = O, I, 2, . . ., n — 7), 

24 » » 8^ 

4 » » 4, 

3 » » 2. 

Les opérations génératrices du groupe régulier correspon- 
dant sont 

.=ri -..,..-...-. 

Les isomorphismes qui engendrent le groupe associé 
sont 

Il y a 4 faisceaux d'ordre a""-* 
cl un faisceau d'ordre 2"""' 



58. Le groupe 
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2»- 


-1 


opéi 


râlions 


d'ordre 


2«- 


-3 


2«- 


-a- 


-ï 


» 


» 


2*- 


-a 


48 






» 


» 


8, 




12 






)) 


D 


4, 





(a^Pa^6^ p = o,i,2,3), 
(azzo, I, 2, ...,/i — 8), 



» » 2. 



Les isomorphismés qui engendrent le groupe associé sont 

-__/ a*ôe>&l*, a«6«e^3rl^, a*6'e^&l* \ 

^=1 .o ^^ I (P = Oi 1^2,3). 

Les substitutions génératrices du groupe régulier correspon- 
dant sont 



JI.-Ï 



^ ^J^J^l-^/il'^Al ••• -27 /,g), 



ë 



a — J^ Jj^ {'^ik^%,ik-s^3k^\,ik-6 ' • • ^î"-'-i,A JTj'-ijii.-e). 



X:=l 



Il y a un faisceau d'ordre 2"""', 
et 4 faisceaux d'ordre 2"'^, 

Fx:=\aù\^\ (X=o, 1, 2, 3). 

59. Le groupe 

(a«=^, ^*=e, 3r«"-^— 0»=zi, ^ar=a^>») 

a le nième nombre d'opérations d'ordre donné que le groupe 
précédent. 
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Le groupe associé est engendré par les isomorphismes 

- _ / ^"^^^^^^^ a*6*e^&l*, a«6»6^2r!A\ 






Les substitutions génératrices du groupe régulier correspon- 
dant sont 



ji.-« 



6 = J|^J^(j:/„J7/4, ... Xab), 



8 



Il y a un faisceau d'ordre 2'*^* , 
et 4 faisceaux d'ordre 2""^, 

60. Le groupe 



2rt— 1 


opérations 


d'ordre 


2«-3 


(a3rX&'l*0\ a62r>&'l*0^), 


g/i-a- 


« » 


» 


2rt-a-4 


(a = o, I, 2, ..., /1--7), 


24 


» 


» 


4, 




7 


Ai/ 


» 


2. 





Le groupe associé est engendré par les isomorphismes 
il y a 3 faisceaux 

F,= \a, y, Oj, F,^ Ja^ y, 0|, Fj^ j 6, £r, 0' 



SUR LES GROUPES b'oRDRE FINI. 



Les substitutions génératrices du groupe régulier correspon- 
dant sont 

a = (i, 2, 3, ..., a"-') 

X (2*-»-h I, 2«-*-h 2, ..., 2'*-*-h2'* ') 

X (2«-»-H2«-'~Hl, 2"-*-f-2«-'-+-2, ..., 2'*-*) 

X (2«-'-h 1, 2*-* -h 2, . .., 2* -'-h 2"-') 

X (2«->H- îi«-3 4-i,^«-l4-2" '-4-2, ..., 2"-» -+-2»-') 

X (2"-*-+- 2* * -hl, 2"-' H- 2«-*-»- 2, ..., 2'»-* -h 2'*-*-h2«-») 

X (2« -*-h 2*»-* -h 2'*-' -H I, 2'*"' -h 2" *-h2«-'-i- 2, . . ., 2*). 

Ensuite, à l'opération a*6P&^2r'»^ô^ je fais correspondre le 
nombre 

alors 

[IH- a 4- 2X -+- 32"-' 4- îA2'*-*-h V2'*-*, 1 

I-ha-|-2X -H (3 -4- 1)2"-» -h 1x2'»-» -h (v-+-«)2"->J. 

61. Le groupe 

[fi^— 2r, 6*=:0, 2r*-*=z0^=:i, ^^« = «60» (/i>4)] 



a 



a*"* opérations d'ordre 2""' (aâr^Ol*', afr&^OI*) 

(a = o, I, 2, . . ., /* — 8) 



.,<i-a-i 


» 


1» 


2"-*-* 


i8 


» 


» 


8 


12 


1> 


n 


1 


3 


» 


» 


2 



Les substitutions génératrices du groupe régulier correspon 
dant sont 



«»•• t 



6=z JJ^(.r,ii.r/n 'Vis)» 



/< = ! 






TT 
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Le groupe associé est engendré par les 2 isoinorphismes 

Les faisceaux sont 

F.= !a, e;, F,= ia*, 0;, F = ;6, S?;. 



-" ~-1i i 



CHAPITRE V. 

SUR LES GROUPES D'ORDRE /?» 

{p PREMIER, PLUS GRAND QUE 3). 



62. Dans ce qui va suivre, les lettres G, &, &', 6', ... dési- 
gneront des opérations conjuguées d'elles-mêmes. 

Gy(e'"=,),a 

p'^ip — i) opéralions d'ordre /?*"*"* (a = o, i, 2, 3, 4)- 

63. Gp*(jp a 

p^ip — i) opérations d'ordre /?* (a = 2, 3, 4)- 
/?* — I » ^ P 



64. Gy(G,)» a 



p^{p — 1) opérations d'ordre/?', 
/?' — I » » p. 



65. GyGy a 



p^{p — i) opérations d'ordre /?', 

P^iP'—^) » » P\ 

p* — I » 1^ p. 

66. Le groupe (aP=^, ^p*=z bP=i, ab = ba^P') est de 

^ype(3)(i,i). 
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lia 

P^ (P "■ opérations d'ordre /)* (a = 2, 3, 4)» 
/>' — I » » /?. 

67. Le groupe («''=&, 6''= 9, &^'= 0^= i, a6 = 6aO), 
de type (2, i)(i, i), a 

/>*(/? — i) opérations d'ordre />*, 
/?«(/)*— i) » » /?S 

/>' — I » n p. 



68. Le groupe (a''=a, &'''= 6'»= 6''= i, ab=ba^) 
[type(2, i)(i,i)]a 

/>*(/> — i) opérations d'ordre/?', 

p^(p — i) » » /^S 

/?' — I j) j> p, 

69. Le groupe (a''= &, 6''= 0, â/^'^r 6^= i, aô = ôaS'') 
[type (2,1) (1,1)] a 

/?*(/> — i) opérations d'ordre />', 
/?«(;>«— i) » » p\ 

p^ — I » n p. 

70. Le groupe décomposable 

(aP=&, &P*=6'' = e''=i, a6 = 6a&'') [type (2, i)(i, i)] 

a 

p^{p — i) opérations d'ordre/?', 

P^ip — ^) » » P\ 

p^ — I » i> p. 

71. Pour les groupes 

[aP'=(i, b:''=L(iP=zi, ab— ba^^Pd'^ (a = o, i, 2, ...,p — i)] 



(>2 SUR LES GROUPES d'oRDRE FINI. 

de type (i) (i, i) (i, i), on a la formule 
On en déduit que ces groupes ont 

/>*(/? — i) opérations d'ordre/?', 

lorsque Ton suppose /> >• 3. 

72. Le groupe 

a 

P*(P^ — opérations d'ordre yo*, 

73. Le groupe décomposable 



»« 



a le même nombre d'opérations d'ordre donné que les précé 
dents. 



74. Le groupe (G,/)*(f^ a aussi le même nombre d'opéra- 
tions d'ordre donné que les précédents. 

75. Parlons des équations de définition 

aP — ^, ^P^:=:bP—cP—\^ ac = ca?fiPy bc rr ('b?s'^P^ ab=bac, 

On a 
puis 

.. . «♦«. — 0/»ll -Si;/. — ■ ■ --^ 
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et 

. p(p-+-n , XiX—i) p»p-+-n V p(p-F 11 . » ptp' — Il 

(«Xé,)p= ô^paî.pe"' •&-""' -i- eV-«''^'*^r-.'<«P-'l'-'i-^*f^«'''-V 

Je pose 

a' =a^6ï*c^ 

Exprimons que 
il vient 
puis 

, ^> ^ 1(1 — 1) . <t((t — i) 

^ ^ OAp — eVT — OT SA h E3JJL — EJX'J, 



'J 



Le groupe (pour p > 3) a 

/>^(/? — i) opérations d'ordre />', 
p^ip — i) » » />*, 

/>* — I » » p. 

Des congraences précédentes on conclut e'^HPi^e, ce qui 
montre que [e, p] est un invariant. De plus £ et £' sont, en 
même temps, résidus ou non résidus quadratiques (mod p). 

Nous avons ici 3 groupes : 

( a'' = 2r, 3fP^=ibP=zcP=t, ne — ca, bc = cb^P, ab = bac)y 
|a^=3r, ^p*:=zbP=:cP—\^ ac=:ca, bc — cb^"P, ab = bac, / -j= — 
(aP=:&, ^p*=zbP = cP:=\, ac — ca^P, bc=zcby ab=bac), 

dont les congruences qui précodent permettraient de trouver 
les isomorphîsnies. 
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76. Si nous partons des équations 

ac =z caO^, bc = c66% ab = bac^ 



on a 



{a^bV-c'*)P — ^H^ J* t, i r r i K- , ^ 

Posons (en supposant/? > 3) 

b'z^aPb^'c^y 6' =&P0^ 

et exprimons que 
il vient 

' p8' ^ o, 9S^' ^ ôX'j -h ejjLu (mod p), 

pe' ^ o, a5e' ^ ô<rj 4- e|Jti> (mod/>), 

i> ^ X<T — pijL, 4* ^ o, 

•C ==8(X«p Vp)H-6([Jl<p V(T) 



Les groupes correspondants ont 

p^(p* — i) opérations d'ordre p^, 
p^ — I » h p, 

La discussion des congrucnces précédentes donne les 
groupes 

(aPrz.^, 6^ = 6, 2r^=i6'' = c^=i, ac^ca^ bc = cb(i, ab=bac)^ 
{aP = ^, bP = ^, 2rP — 0/» = ^»=!, ac = caO, bc = cb, ab=bac), 

\aP = ^, bP = % ^p = 6p=:cp=i, ac = caO", bc = cb, ab=zbac, /"^:=— il, 
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dont on peut, en même temps, déterminer les groupes d'iso- 
morphismes. 

77. Partons des équations de définition 

aP = ^, bP—cP=?iP—^p^x^ acz=:cà9fi, bc=:cb^^, ab = bac. 
Alors 

Posons 
et exprimons que Ton a 

rt'c' = c'a'0'8', b'c'=:c'b'(i'^\ a'b'^b'a'c', 
il vient 

T ^ o, ' rfi' ^ Oy Ç8' ^ §Xo -H e[jLV> ( mod /?), 
T,e' = O, Ce' = spjr, ■4^ = 0, ^^ = \o, 

^^* ^ >^(>^ — l) . p(p — 1) 

9 = oXtf — evp — op — ^ —^ — eA ^-^^ -h s[jia — eji'j. 

On a alors 

y>*(/? — i) opérations d'ordre />*, 

*< 

La discussion des congruences donne 2 groupes du 

type (ï, 0(0(^0 

(«/»=&, ^/'z=c/'=3r/'=ziO/'=:i, ac — ca, bc = cb(i^ ab:i^bac)^ 
(aP=z?J, bP=cP=i^p=z(iP—i^ ac — ca^^ bc=zcb, abzi^bac), 

» 
plus un groupe décomposable du type (i, i, i)(i, i). 

Les mêmes congruences serviront à trouver les isomor- 

phismes. 

IJxiv. i)K Lyox. — Le VAVASSKtn. 5 
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78. Soil, maintenanl, 

d^Oti 



Posons 






b—b?&*2ftP &=2r'*. 
Ecrivons que 

On trouve 

Xî'^ 3Xp -f-eXj 4- î(fxff — vp) X>^od />), 
Xe' £= ^Xt -h eXu -l- ï( fxv — vt) 

et 

La discussion des congruences donne le groupe 

l2fP'—bP = cP=î, bc = cb^p*), type (3)(i,i), 

qui a 

p^(p — i) opérations d'ordre /?', 

pHp — x) » » p\ 

/;' — I » D p. 

79. Soit 

aP = ^, bf=(i, bPzzzi^, ^P=:n''z=cP=ii, 

au -- ba(fi^ ac -= caO-, bc = c^O^, 
d'où 

, 1 . . \ (5AUl-H£AV-f-;UV> î--!— 

{a^b^c'*)9 — c'*9b>^9a^9fs » 
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Posons 

b'— b^'c^^, (i' — 0^ Xju jà o (mod /?), 

Exprimons que 

a' b' = b' a' 0'«', a' c' = & a' 0'^', b' c' = & b' 6'^'. 

Il vient 

do'^ «Xt-+-3X(j-H Ç(fxt — vff) (inod/>), 

ffe' ^ eXo 4- Çfiu, Ç' ^ Çv> ( mod p). 

On aura 

/!'(/>' — i) opérations d'ordre /?', 
p^ — I » » />. 

On trouve le groupe 

(ûtP=:&, {iP'zzi'^PzrzcP—i, acz=:ca^), tvpc (a, l) (l, l), 

puis des groupes décomposables. 
80. Soit 

aP—"^, bP=cP=:^p=z%p=zi, 
abz-ba^^, ac — ca^-. bc=icb^^, 

d'où 
Posons 

6'-6Pc^0P&?, Sr'z=3r\ 

et exprimons que 

a' b' — b' a' O'^'. a' c' =1 c' a' ^'-\ b'c'=, c' ^'0'^'. 



^ 



68 SUR LES O.ROrPES n'oRDRF. FINI. 

Tl vient 

u)ô'^ oXp -H eXj 4- ï((j[x — vp) (mod /?), 

(dê' z;= 8Xt -h sXu -4- C ( {l'J — vT ) , 



coÇ 



'=Ç(p'J — T(X). 



La discussion de ces congTuences ne donne que des groupes 
décomposables. 

8 1 . Partons des équations de définition 

a/' = 3r, bP—W^ c/' = Sr/* = O^» = i , 

Alors 
Posons 

b = aP b'^c'', 0' i_ 2rP O^' u ( Xd — ,xp ) ^ o ( mod p). 

Exprimons que 

a' c' :- c' a' yr e'5', // c' = c' ^>' 0'«', a' b' — b' a' y 0'^'. 

Il vient 

Xy' -h po' ^ Y^u, [iy' -H ffo' ^ 8Xu -h efJLu, 

' pe'^ Ypu, 9t' ^ ^p'j 4- eau, 

(jC'-4- (jl = S(X'r — pv) -f-eCTTfi — vff) 4-Ç(Xff — }xp). 

La discussion de ces congruences donne les groupes 

a^'zziSr, bP—(i, '^P—i)P—cP—i, ûfc = ca&0, bc — cb^, ab — ba^'^ 

aP—?r, bP—^, "^p—iSP—cP—A, ac — ca^'t, bc — cb^, ab = bay 

[a valeurs de y associées, telles que leur produit soit congru 
à 1 (mod p), donnent le même groupe] 

(rt/'=z:3r, bP—(), ?rP—(iP—cPz=zi, ac — ca^s, bc — cb, ab = ba^(^)y 

{aP~2j, bP^a, ^Pz:^JliP--cP—i, acz^caO, bcz^cb, ab=:ba?J). 
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82. Soit 



ac = caifi^ bc — c^O^, ab — ba^ifi^ 



de sorte que 



Posons 



i 

Exprimons que 

a'c'z:^ c'a'i)'^\ b' c' = c' b' h"-\ a' b' = b' a y 0'^' . 

Il vient 

ffô' ^ Xt — fjLfj, uo' ^ 8 ( Xu — TV ) -h e ( (AU — vt ) 4- C( Xt — |jLff) , • 

(Te' ^ — crp, 'jz' ^ tua — Çoo", 

dÇ' ^ Xp — X, uC := CXp — evp — v. 

La discussion de ces congruences donne les g^roupes 

aP = ?J. bP — 2sP^=:i)P — \, cP — ^y ac — ca^ bc — cb^^, ab — ba'^\ ^ 

I L^-yP® ('1 ('l 'î 0.1 
deux valeurs de s, associées, donnent le même groupe / 

83. Soit 

a'' = 3r, bP—cP~'^p~{)Pz=i\, ac = caO^^ 
bc = c60^, ab = ba?jf)>» 

Posons 

a' = a^ bv- c^ 0«, 0' = 2r" 0^ , 

^'=:z6Pc^^?0?, Sr'~2rX, 
c'irzb^c^yHr. 

Exprimons que 

a'c- c'^'0'2'. b'c— cb'()'*\ a //:- //«'Br'O'ï'. 
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Il vient 

too' ^ Xt. t^o' ^ oXu -h e ( fjtu — va) -f- Ç),t, 

foC -f X ^ Xp, .-r^lj' ^ oXa -h e ([xa — vp) -f- ÇXp, 

qui donnent les groupes 

{aP=:^, bP=:cPz:z2fP=^p=:i, ac = ca, bc=:cb(i, ab — ba^)^ 
(a/'=iâr, bPz=icP=i^p=.^p—\, ac — ca^, bc = cb, ab^ba^)^ 

plus un groupe décoraposable. 
84. Soit maintenant 

a^rrO, bP^^^z cP =: dP ^::^ i ^ ab =2 bac^ ac ziz caHh^ ad:=daO^*j 
bc:=cb{]l^, cd = dc(ï', bd — dbi^^V-^ (v = ôî). (P>3). 



Alors on a 






Donc 
Sort 

aJ^a^b'^d'^cP, 
b':=zb''d'c^O*, 
c'=b9d^c^(iP, 0'=e', 
d'zzzb'^d^c'i'ay, 

et exprimons que a'6'= l/a'c^ a'c'= cVÔ'^', a'rf' = cPaô'**', ..., 
on a 

puis une congruence qui donne p, et que je n'écris point; 
puis 

l^' ^ ?;/u -h Xmu — v/iu, 

puis luio congruence qui donne yj' et que je n'écris point; 



^ 
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puis 

/X'= Xru — v5y, 
/v' ^ — Xt'j -h v^u, 

i>8' = 8(/-«p — jst), 
?8'-h /fJi'= X(ri^ — <t) 4- fJi(/'îp — 5t) 4- v(/© — 5^/) 

Va 2 / 

H* — 2 "^ — 2 — j-^->'Q?s(' — '^ 

Voici les groupes correspondants 

ad-=.da^ bc-=.cb^^ cd=^dc^^ bd=^dbc ) 

(a^=:0, bf=icP=zdP=i(iP=:i^ ab = bac, ac^=ca\ 
ad:=da^y bcz=.cb^y cd^=zdc^ bd=:dbc ) 

(a/'=iO, bP=cP=:dPr=^Pz=zi^ ab-=:bac^ ac=:ca\ 
. adzzzda^ bc=:cb(i^ cd=:dcy bd = dbc / 

/aP=z(i, bi'=cP=zdP=(iP=i, ab=zbacy ac — caON 
\ ad^=da^ bc=zcb(i, cdz=dc^ bd=Ldb(i J 

Vi/' = 0, bP = cP^dP=(iP= i, ab = bac, ac™c«0~l 

ad=da, bc = cb(i'*, cdzizdCy bdz::idb^, (-j=:— 1 j' 

/aP^^y bP—.cP=dP=z^PT=zi, ab — bac, ac^=zca\ 
\ ad^=^da^y bc=zcb(i^ cdz=dc, bd=:db J 

[aP = 0, bP z=icP — dPz=i^p—\^ ab^ bac, ac — cal 
ad = dafiy bc^icb^'^y cd = dcy bd = db,r-^j=^—i j 
(«/'rr^, ^Pz=z(iP=bP—cP=zi, ac = ca, bc^cbJs, ab = ba(i), 

plus des groupes décomposables. 
85. Soit 

aP=:(ï. bP=cP=dP=()Pz^u ab — bai)^. ac = ca, 
ad=ida(iP, bc = cb()y, bd=zdbc, cd — dc^fi, ' 
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Alors 
Posons 

&=b^c^d^^'\ • 0'=0^ (/>>3), 

Exprimons que a'b' =^ b'a'^'^\ 

Il vient 

; = (TtJ/ — tu, X7' =: -a; — ouï, Xo' = S^J — Y it» 

\ 2 ' 2 • • 

.. .v\ / t(t — 1) , (j((J — l) \ 

Xa'=,aA!i -4- pX'J -H y( P u illi- 1 _|_ jx-: — vu j ; 

Voici les groupes que donne la discussion de ces congruences 

/a''=0, bP — cPz=zctP=(ïP=:zi^ ab = ba(i ac = ca\ 

\ ad=iday bc:=zcb^ bdrz=dbc^ cd=zdcO ) 

{^P*^bP = cPT=:dP—\, bc = cb^P, bdz=:dbc, cd—.dc). 

86. Soit 



aP— bP~cP=dP—(iP= I , ab= bac, ac == caO^, 

ad = dai)^, bc^cb^S^, bd — db^^, cd^dc. 



Alors 



, J'y 



0'5-*-t) 



(ft^b'"c"d<fy-L{c"d'/)?(a^b"')P(i ' ' * . 



"V -^ 



CHAPITRK V- — SUR LES GROUPES d'oRDRE p\ ']Z 

Posons 

0' = 6". 

Exprimons que 

Il vient 

u := bc — mg ( modp)y 

Y = Ti(// — iî^)-h li(Ls — qn) 

./ m(/n — i) ,/•(/• — i)\ 

cOTj'^r,(/2 — 'iîp)-f-î(/T — p/l) 

, ^ -/ m(/n — i) (j((j-7-i)\ 
4-j^(;;,s — ir^)-f-X^^p --^-^ j 

(i)X'= ?çi/ -h Xrw, rp^^ff, X(J4-Çp^o, 

La discussion de ces congruences donne les groupes 

/ aP=bP=cP=ciP=BP— i, ab = bac, 

\ ( 
{aP=zbPz:::cP = (iP=?JP=i, ab = ba^, ac = caO, bc^cb), 



[ac = caO, ad ^=z da^ bc =: cb. bd = rf^O, cû? =r ^c 



plus des groupes décomposables. 



74 ^^^ LKS GROUPES D'oiiDRE FINI. 

87. Si l'on part des équations de définition 

aP=(i, cP--^. bPz=:^P=:^Pz=:t, ab = ba^(fi, 

que l'on pose 

c'=a9b<'c^, y=i)9y, 

et que Ton exprime que 
il vient 

v€' = Xa — p|x, vÇ' 4- py = o, XC' = îrj — 03u, 

X6'= e(XT — vp) H- Ç(jJL': — v<x) -+- 5(Xa — pfi). 

On en conclut, par exemple, 

(;'-Cu«)«~u(a'-3u)(8i;'-;o'u). 

Les groupes correspondants auront 

/?' (/>' — I ) opérations d'ordre />', 
/>' — I n » p. 

Voici ces groupes 

Lac = ca, bc =:cb^*f ab :rz ôrtSrO («=: i, a, ...,/? — i)J 
(«/»— 3r, ^^/'zirO, c''=>=z:0''=i, acz=ca&0, ab = ba^, bc — cb) 

{aP=ii, ^/' = 0/»=2r'''=:i, ab — baJjPi)) 
(aP='Sj, bP = (i, ^p=::f)P=:cP=zi. flc =z caO, ab = ba, cb=:bc?J) 

aP=i^, bP — \), ^p—{)P—cP'~\ 

ac^izca^, ab:=: ba, cbzrzbcy*^ 



88. Soit 

bcT-^ cbh^. 




- V 



CIIAIMTRK V. — SLR LES GROUPES d'oRDUE p\ J^ 

Posons 

et exprimons que 

a' b' — b' a' 2r' 0'^', a'c'=id a' W'-\ b' d — d b' 0' ^ . 

On trouve 

n -h tS' ^ Xff — pfjL, 

to8' ^8(X(j — pfji), 

tê' ^ Xm — fx/, 

coe' ^ eX/i -♦- o(X/w — jji/) H- Çfji/i, 

TÎ' ^ p m — Œ /, 

(oC ^ ep/i -Hô(pm — or/) ■+• î^/i. 

Le groupe contient 

y»*(/? — i) opérations d'ordre />', 
p^ — I » ^ P' 

Il est défini par les équations 
89. Soit 

aPzzO, bP=zcP=dP=:^P=i, ab=ba^^, ac=caO?, 
ad=daO'f, cd=dc(i^, db—bdfSV-,, bc — cl}^'*. 

Posons 

a'=a^b"'c''d'^ 

b'^b'Od^^'^, 

d — Ir^'crd-Q', 0' = 0^, 

d'=b'''cy''d-'ii'' 

et exprimons que 



• • • • 



^4 SIJR LKS GROt-PES D^ORDRF. FIM. 

87. Si Ton part des équations de définition 

aP=(i, cP-.^. bP=^P=bP=:i, ab=:ba^n^, 

que Ton pose 

c' = aPô<»c^ 3r'z=0P&^ 

et que l'on exprime que 

a'é'=6'a'^0'«', ... 
il vient 

T4- v8'=Xî>, p -f-Xo' = 8Xu — Cvj, 

ve' = Xa — pjJL, vÇ' -h pu = o, XC' = Çrj — opu, 

Xa'^ e(XT — vp) 4- ÇdjL-: — va) -h o(Xa — pji.). 

On en conclut, par exemple, 

Les groupes correspondants auront 

/?'(/>' — i) opérations d'ordre />', 

Voici ces groupes 

[0/»=^, cP=ii, bP=z?JP=(iP=zl j 

ac=zcay bc =:cb?f^, ab :rz 6a2rO (a= i, a, . . ., p — i)J 
{aP=:^, bP — ^, cP=^P=iiP=:i, ac = ca^(iy ab=:ba?J, bc — cb) 

(aP=(i, bP = (iP=?JP^=i, ab — ba^Pi}). 
(aP=z?J, bP=(i, ?jP=z{iPz=cP=^i. ac — ca^^ ab—ba, cb=:bc^) 

aP=^, bP=(i, ^p = dP -= cP'= i 



ac=zcaiiy ab:=z bOy cb=:: 



Pz=zOP-=cPi=i -j 



88. Soit 



c/'=:2r, aP= bP — '^P=(iP=i, ab = ba?J(i^, ac^ca^-y 

bc = c60v 



.r ' 



CHAPITKK V. SUR LES GROUPES d'oRDKE p\ 'jH 

Posons 

c' z=z a^ b*» c'' , 

et exprimons que 

a' b' — b' a! y 0' «', a' c' = d a! 0'«', y d — c' b' 0' C. 

On trouve 

n -h t8' ^ Xcx — '^^^ 

coo' ^8(Xff — pfx), 

Te' ^ Xw — fz/, 

log' ^ eX/i -f- o(X/w — [1 /) 4- îfji /i, 

tÇ' ^ pm — Œ /, 

<oÇ' ^epw-t-$(p/n — ff/)4-Ç<T/i. 

Le groupe contient 

/?*(/? — i) opérations d'ordre p-, 
p^ — I » n p. 

Il est défini par les équations 

{aP = ^, bP=icP=^P-^p=i, ac = caQ, bc = cb^i), ab=ba). 

89. Soit 

aPznO, bP=cP=:dP=z^P = iy ab=baO^, ac=ca 
ad=da(iy, cd=zdcii^, db^bd^^,, bc = cbO''. 

Posons 

a' =: a^ b'"" c*" d^ , 

b'^lr'cyd-O'^, 

c' — b^'cy'd-^', 0' = O'^, 

d' = b^'cy'd-'iP 

et exprimons que 

a'b'—b'a'^'^\ a'd = da^'^\ 



• • I • 



6G SUR LES GROUPES D*ORDRE flM. 

78. Soit, maintenant, 

d'où 

Posons 

a=ia^b\^c'* 
c -- b'c^^P 

Ecrivons que 
On trouve 

AÔ' ^ SXp -f- cXcT H- î ( jji(j — vp) X™<^d />), 

Xe' ^ SXt -t- gXu -f- î( ji5> — vx) 

et 

XC = Ç( pu — <r:) ( mod />) . 

La discussion des congruences donne le groupe 

(3rp'~6/'=:c''=i, bc — cb'hP^ type (3) (i, i), 

qui a 

p^ip — i) opéralions d'ordre /?', 
/>»(/? — 1) » » /?*, 

/;' — 1 ». 9 p. 

79. Soit 

aPz=z^, bP—(i, SrPzziO^, &/»= O'^zn 0^»= i, 
abziz ba^^^ ac r= ca 0-, ^c = c^ 0^, 
d'où 

% . . ^ (oXa-+-eAv-»-Çu.v) ^-î-- — 

(a^bV'c'')9 — c''9b^9a^P(i ^ ^^ » 



CHAPITRE V. — SUR LES GROUPES D^ORDRE />*. 67 

Posons 

b'-^b'^c^^, O'rrrO^ \tj ^ o (mod />), 

Exprimons que 

a' b' =z b' a' 0'«', a' d = c' a' 6'^', 6' c' = c' b 6'^'. 

Il vient 

ffo' ^ sXt 4- 3Xff H- Ç ( fit — vj) ( mod />), 

(jê' ^ eXu -h Ç[jn>, Xi = Çu ( mod /?). 

On aura 

p^ip^ — i) opérations d'ordre />', 
/?' — I » » p. 

On trouve le groupe 

(a''z=3r, (iP*=z^p=zcP—i, ac=:ca^), type (a, i) (1, i), 

puis des groupes décomposables. 



80. Soit 

ab =:_ ^a6^, ac =z crt6-, 6c = c60^, 

d'où 
Posons 



1 



c' =1: ^>Tc*J0Y2r'K 



et exprimons que 

a' b' — b' a' 0'^'. a' c' m c a' iY^\ b' d z=. d ^'0'^'. 



68 SUR LES r.RoiTPEs d'ordre fini. 

Il vient 

w5'= oXp -H eXa H- C(ff|Ji — vp) (mod /?), 
we' m^ ôXt 4- eXu -4- Ç ( jjlu — vt ) , 
(oÇ = Ç(p'-> — "^«y). 

La discussion de ces congTuences ne donne que des groupes 
décomposables. 

8 1 . Partons des équations de définition 

Alors 
Posons 

b—a9b'^c^, 0'z=2rP0' 'j(Xt— ap) ^ o (mod />). 

Exprimons que 

a' c' = c' fl' 3r' Y'O'S; h' c' = c' b' 0'^', a' b' — b' a' y 6'^'. 
Il vient 

Xy' H- po' ^ Y^'->î f^ï' "+■ ^^' ^ ^^'-* + ^H^^ > 

' pe' ^ YP*-*î ^ ^ ^»^'"^ ~t" s^'-^i 

p;'-f-x zHT y(^' — pv)-f-Xj — fjLp, 

<'-h ;JL = o(X-: — pv) -4-e(T|ji — v(y) -h Î(Xœ — fxp). 

La discussion de ces congruenccs donne les groupes 

faP=?j, bP—(i, JsP—{)P=ct'—v, ac = ca2re, bc — cb^, ab — ba^' 

aP—?S, bP—d, ^P—iiPz=cP~\, ârc = cûr&Y, Z>c = c66, ab—ba^ 

[2 valeurs de 7 associées, telles que leur produit soit congru 
à 1 (mod />), donnent le même groupe] 

(a/'znSr, bP—^, ?jp--(iP—cP:zzzi, ac=:ca^, bcii^cb, abzzzba^iï), 

{aP — J3, bP^a, Sr/» — .0/' =: c/' izr I , acz^caO, bc-^cb, ab^ba?f). 



CHAPITRE V. — SIR LES GROUPES d'oRDRE p^ . 6g 

82. Soit 



ac — ca 0^, bc — cb^\^, ab — ba 2^6^ 



de sorte que 



Posons 



(a^b^6')p^?sH'* (p > 3). 
a'z=La^bV-c'*, 2?'.= 27'M)v, 

c' ziiia^'b^c^ 
Exprimons que 

a'c'= c'a'O'^ b'c' = c'b'^)'^\ a'b'—b'ayw^. 

Il vient 

j8'^ Xt — (ij, 'jo':=8(Xu — ffv ) -h e ( jjLu — vx) -h Î[(Xt — [xff)/ 

are' ^ — <jp, ue' ^ eud — Çpa, 

ffÇ' iHz Xo — X, uÇ' ^ ÇXs — evo — v, 

La discussion de ces congruences donne les groupes 

/aP — ^S. bP — 2fP — i)P = i, cP=zO, ac = cay bc — cb^^, ab—ba?J\ 

\ A i A "A . I A ) [^ype(i,i)(i,i, i)]. 

\ deux valeurs de e, associées, donnent le même groupe / 

m 

83. Soit 

aP = ?7, bP—cP=^P—(iP—î, aczrzcaii'', 
bc =rr 67> 0^ , ab = ba 270* . 
Posons 

b'-zb9c^^^(i?, 2r'z:^2r\ 
Exprimons que 

a'c- c'ai)'^\ b'c— c'b'()'^\ a b' -z h' a y i)''^' , 



70 SUR LES GROUPES D^ORDR|: FIM. 

Il vient 

a)o' ^ Xt, TjO' ^ 0X0 -4- e ( fi'J — va^) -h Ç)»?, 

c«>ï' -f X = Xp, Tjî' = 8X(j -h e([JL<r -- vp) 4- îXp, 

qui donnent les groupes 

{aP — ^, bP=cP=^P=^p=i, ac = ca^, bc = cb, ab = ba^)^ 

plus un groupe décomposable. 
84. Soit maintenant 

aP=i(i^ bP-^^z cP =: dP :=: ï ^ ab =:z bac^ ac=zcai]h, adzzzda^^j 
bc:^cb(}\ cd^ddy*, bd — dbc^O\^, (v^oÇ), (/>>3). 

Alors on a 

m î-ï^ — ( «|lr4-ïj/— Xo — r — j-HVOnw !-ï|- — lnt[tp-hi)'Z] —Mnù{^i-hXn)^-i— — 

Donc 

{a'b"d'''cP)P=¥. 

Sort 

a' — a^b'^d'^cP, 

et exprimons que a'b'= h'a'c\ aV= c'a'^*^\ a'd'=d!d^''''^ . . . , 
on a 

u := //• -h 8 ( m* — nr) 

puis une congruence qui donne p, et que je n'écris point; 
puis 

puis une» congruence qui donne yj' et que je n'écris point; 



CHAIUTJRE V, — Srn LES GROt'PES I) ORDRE p\ 74 

puis 

/X' = Xra — V5U, 

/v' ^ — Xtu -h v9'j, 
^0'-+- /fJi'= X(r4/ — ^t)-}- [ji(#-;p--5T) -h v(/© — 5<^) 

AO ( « O ^ j +V09S(/- - T). 

Voici les groupes correspondants 

ad=:da^ bc:=cb(i^ cd=idc(i^ bd^=^dbc J 

(a'' = 0, bP=icP:=^dP=iiiP=i^ ab = bac, ac=zca\ 
ad z=da^^ ^c = c66, c</ = cfc, M =: dbc ) 

(aP=(i, bP=icPz=dP^i^P=zi^ ab.— bac, ac = ca\ 
adz=da^ bc^cbd^ cd=idc^ bd=zdbc J 

/aP=:0, bP=cPz=zdP=:zOP=i, ab = bac, acz=:caii\ 
\ ad-=. da^ bc =: c60, cd = dc^ bd=^ dbd J 

aPznH^ bPz^cP:=dP=z(iP= i, ab = bac^ ac=:cai\'l 

ad=da, bcz=zcbii'*, cd = dCy bd:=Ldb^y (-j = — j V 

(aP^zi^y bP—.cP=:dPr=i^p^z\^ abzzibac^ ac^=zca\ 
ad-=zda^y bc=:cb(i^ cdzndc, bd = db ) 

aP = 0, bP — cP — dP ^^P — i y ab^z bac, ac — ca 

ad^da^y bc — cb^'", cd = dcy bd = db,(-j- 

{aP=i^, '^Pziz^P:=zbP^cP—\, ac — ca, bc — cb"^, ab^baù), 

plus des groupes décomposa blés. 



85. Soit 

aP^a. bP=cP=:dP=i(iP=zi, ab-bai)*. ac — ca, 
ad — da OP, bc — cb or . bd =1 dbc, cd — de ifi. ' 



tac y ac =z cal 



Q2 SUR LES GROUPES D ORDRE FINI. 

Alors 



Posons 



a'=a^bV'c''d9, 

c'=b^c^d^(i'\ ' e'=:Ô>' (/?>3), 
. d'=b'c^d^O'f. 

\ 

i 

Exprimons que a'b' = h' a! 0'*', .... 
Il vient 

; = ff^j; — lu, Xy' = yjS — o'jî;, w = i^x^ — ^^^^ 

pcr=fxu, op = Yîx, P*=k4', 

Voici les groupes que donne la discussion de ces congruences 

I 

/a''==:0, bP=zcP=zdP—(iP—i^ ab = ba^ ac = ca\ 

\ ad = ^rt, bc = c6, />^ := dbc, cd=zdc() J 

{^p^=zbP = cP=dP=:}^ bc — cb?3P, bdzzzdbc, cdzndc). 

86. Soit 

aP=z bP-iz cP— dP—^P—\, ab= bac, ac = caifi, 

ad — dai)^, bc^cb^i^, bd — db^^, cd — dc. 

Alors 

, s . . . , (A;ww-»-a/Mi7+C/«-i-r,/r/ji— î 



CHAPITRE V. — SUR LES GROUPES d'oRDRE p'^. 'j3 

Posons 
Exprimons que 

a'b'zzib'a'c', a'c'=:c'a'0'^', .... 

Il vient 

u^bc — mq ( mod/>), 

Y = Tr)(/^ — 7c^)4- C(/lç — qn) 

-/ m(m — i) ,/•(/• — i)\ 
+ |x(m/ -irr) 4- X(^7 — ^-^ -' - "^~" j 

, V ^/ m(/n — i) (j((Jt-i)\ 
-Mi(m£ — it<r)-f-X(^p --^^ ) 

-^;(m P^P^'^ — cr ^^^^'^ Wx(/n':-crn) + Xmcr(p-/), 

a)X'= 5^M -h X/7/, rp^qfj^ Xcr-i-Çp=o, 

X > / r(r—i) »(» — 1)\ 
4-|*(/ê— «<i)-hA( p-^^-^ — --^^ ) 



La discussion de ces congruences donne les groupes 

aP—bP=cP=dP=^P—i, ab — bac, \ 

ac^=.cai)^ adzzzda^ bc=zcb^ bd=:db(^, cd^::^dcj 
{aP=:bP^cP=:(iP=?JP=\, ab=zba^, ac — caO, bc — cb), 



i 



plus des groupes décomposables. 



74 SUR LES GROUPES D^ORDRE FINI. 

87. Si l'on part des équations de définition 

ac = ca 0^, bc -= cb 6^, 

que Ton pose 

c' = aPb^c'^, &'=0P^^ 

et que Ton exprime que 
il vient 

T4- v8'= Xu, p 4-Xo' = 8X'J — Çv'j, 

vfi'^Xa — p{A, vÇ'-Hpu^o, XÇ'^Crj — 8pu, 

Xs'^ e(XT — vp) 4- C([X': — vti) + o(Xff — p|i). 

On en conclut, par exemple, 

Les groupes correspondants auront 

p^ip* — i) opérations d'ordre /;', 
/>' — I » 1» p. 



Voici 



ces groupes 



r aP='^, c/'=:0, bP^=2rP=:(iP=zi 1 

Lac = ca, !>c = c63ra, a^ — 6a3rO (arr i, 2, . . ., /? — i)J ^ 
{aP—^, bP — ^y cP—^Pz=z^p=:i, ac = ca&0, ab = ba?f, bc^cb) 

{aP=(i, bP=(iPz=^p*=ii, ab — ba^P(i) 
{aP=:^, bP=(i, ^P=(iP=zcP=zî, acz=ica^, ab—ba, cb = bc^) 

aP=2f, bP=ii, ^p=QP'=cP'—i 




eïc = crtO, ab:rz bay cb^=:bc^'*, 



88. Soit 

cP=?Jy aP= bP—?jPz=zOP—i, ab — ba?J(fiy ac — ca^\ 

bc~ cb(fi. 



aiAPlTRK V. SIR LES GROUPES D^ORDRE p~\ 'jH 

Posons 

et exprimons que 

a' b' — b' a' y O'S', a'c'=id a' 0'^', b' d — d b' 0' ^ . 

On trouve 

n 4- t8' ^ Xff — p[ji, 

loo' ^ 8 ( Xff — pjx ), 

Ts' ^ Xm — fi/, 

(oe' ^ sX/i -f- 8(X/w — (i/) -4- Ç|ji/i, 

tC ^ ?w* — ^^, 

Le groupe contient 

/>*(p — i) opérations d'ordre /?', 
/>* — I » 9 p. 

Il est défini par les équations 
89. Soit 

aPzziO, bP=cP = dP=^P=i^ ab = ba(i^, ac=6aOP, 
ad=daOy, cd=dc(î^, db^bd^^,, bc — cbH'*. 

Posons 

a' = a^ b"' c'' d\ 

b'^b'cyd^d'^, 

c' — b''cy'd-(f', 0' = O'^, 

dz=b''cy'd-'^'^ 

et exprimons que 

a'b'—b'a'Ù'*\ a' c'z=: c'a ()'»', 



j^- 



'". 



76 SUR LES GROUPES d\>RDUE FIiM, 

II vient 

ira' =zr(aj7 -*- ?/ -H Y-s) -4- X(//15 — ny) -4- Jl(/^J7 — Iz) -\- ^(ly — nuv)^ 
rp' z=ir(a^' 4- ?/ -f- y;s') -h X {mz' — w/) -h îi(/ïx' — Iz') -h v(// — ma?' ), 
iry =r ir(aa:'-f- fi/-+- Y-0 -f- X(wz''— ny") -4- fi(i^''— /s') 4- v(/x'— ma:''), 
:rV = \{y' z" ^ z' y") -^ '^{z' x' - œ' z') -^^{x' f -- y' x'), 
V=À(y5 -c''/) ■4-fx(5'x — a-'5) 4-v(arV— 7'^)> 
tt/ = X( jy — zy') -h \l{zx' — xz') -^^{xy' —yx'). 

Le groupe correspondant 

\ ad =: rfa, c^/ zn f/cO, ^<^/ =1: db^ bc -- cb ) 

p^{p — i) opérations d'ordre p', 
/?* — I » » /;. 



a 



90. Soit 

af = 0'' =z I , £ = 1 , 2, 3, 4i «/ûfy =1 rtyrt/0*i/ (a/y — - a/y). 



Posons 



alors 



donne 






( 



k,l 

On déduit de là 

«»>Ma',3at;^+a'3,a;^4-a',,a'jJ— (Xi,»!:'!!^:,,^^) 

Le groupe contiendra p"^ — i opérations d'ordre p. 
On a ainsi 

al* — bP := cP - - di* — i)i' il. abz.baO, ac = ca,\ 

ad^da, ad- ddL db-.bd. bc = cb ) [^v|>« O (^ ' • ', 0.1 



CHAPITRE V. SIR LES (.ROUPES d'oRDRE p^ . 77 

91, Prenons comme point de départ les équations sui- 
vantes : 

a/'=zbP=zdP=z(^P=:i, c/'=iO, ab=ba, ac — cab, 
de — Cad, ad — dab^r-, bdzzzdb^"*^, bc = cb(^'*. 

Posons 

c' = d''c^a^b'", 

b' = df a" b^ (i'K 
d'—d'a^b'^^"^ 

et exprimons que Ton a 

a'b'—b'a\ a'c'-dab' 

On trouve 
d'où 

\rz-K ^ o (mod /?). 
5 ^ Àr, t^5(o/i-4-t:), 

, /N \ * / ^,/ï(/i — i) ^ 71(7: — 1)\ 
4/ = (o/i 4-Tt)v/-h ( e/i -h vo* -h vo/i 7t -h V — ^ j.v, 

7:(7:— i) , X(X— i) ^ 

f ^ A -— H- OTT -^ oA/ -4- JiTC 4- oaw, 

2 2 ' 

ç^vô(/iu — X/n)-h€(ti/î — \l) 

^./ n{n — î) A(X--i)\ XTa — i) 

H- vo* ( jjL / I -h v:r'j -4- ei: 

\ 2 3 / 2 

_ X(X — 0(X — 2) ^XfX — i)7r('7; — i) 

6 22 

7r(7r — i)(r — 2) , ^(,ç — ,) 

+ VA 7: h voa /tr -H av , 

b 2 

TÔ = Ô.ÇA, lis -I- 7:6 I^ V$A^ -h e5A + vo-5 — ^^ ^, 

2 

Trv E^ Atvo, Ttv := v:(on -Ht:). 

La discussion de ces congruences conduit aux jjroupes sui- 



ab= ba^ cp = 0, 



ou avec 
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vants : 

/aP=bP=:dP = fiP=zi, c/'zrO, ab=iba, ac = cab,\ 

\ dc-=r. cda^ ad = dab , bd =z db^^ bc=.cb^ ) 

/aP=:-bP=:dPz=:(\P=:i^ cP=Q, ab = ba, ac = cab, dc = cda^\ 

\ ad = dab(^, bd = db(i'*, bc = cb%'*, m = i, 2, ...,/> — i / 

Ces groupes sont du type (i)(i)([)(ï, i). 

(a/'=&, bP = cP=z^P = (iP=zu ac=.ca^, ab = bac, b€=cb^(i) [tjpe(i, i) (i)(i, i)]; 
(aP=^, bP=cP=z^p~(iP=i, acz^cad, ab^bac, bc=cb^) [type(i, i) (i) ( i, i)]; 

avec {id = ^/or 0, bc =. c^O, 

ad=:daO", bc = cbQ, /^"j—— i; 

ac = cab, de = Cad, / 00 avec ad = da% bc=cbO^, /'l!.\=z— i; 
bd—db, j ^^^^ 

[type(.)(i)(i)(i,,)], f <>"«^'^<^ «^ = ^«0^ 6c = c60v, (^)=-', G)=-'' 

1 ou avec ad-=.da, bc = cb(i; 
'aP = ^y bP=cP = ?fP = (iPz=:ï, rtc = caO,\ 

ab^bac. bc^cb^'^, (^):=-i ) [^^'P«(-'')(0(.,.)]. 

92, Soit 

aP^bP — cP—^p^\, dP=z(i, ab = ba, acz^cab, 
de =: eda, ad = da 0*, bd = db, bc = cb(i^. 

Le groupe contient 

p^ip — 1) opérations d'ordre ^•, 
/>* — 'i » » p. 

a':=ia'b'^c''fS^, 

b'—a^b'^C^^^, O'nz^Y'^izzO^ 

d'—a''^b^c-(t\ 



Posons 



Écrivons que Ton h 

a'b'=b'a\ a'c'—e'ab\ 



%.-'•> 
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On trouve 



<J^ /r, 



?-v(«.,-H/^li:^) 



y 



l^ri}^ m ^ rç -h 'J -^^ > 

2 

a = eu(/ — 11) + v5 — ^^ -hv/*(iri — ri) 

,/•(/•— r ( r — î)(r — 2.) u ( u — 1 ) 

_l_ V / h vj 75 h e r 

202 

2 \ 2 y 

e'^s/, yv'^a/'v, ur/îT^o (mod />). 

On trouve les groupes 

/ aP—bP=cPz=(iP=iy dP=z(i, ab — ba, \ 
\ ac r= caby de =r cé/a, ad=::da(i, bdz=dbj 
puis 

ou 

u étant tel que la congruence \r^^u (mod p) admet des 
solutions, alors que la congruence vr^^^i (mod p) n'en 
admet point; 

/aP=2bP=cP=^P=i, dP=^, ab — bay\ 
\aci=: cab^ de :=. cda, ad =z da, bd=zdbj 

puis 

bc=:cb(i 

ou 

U étant un nombre tel que la congruence vr^^u admet des 
solutions, alors que la congruence vz-Ve^^i (mod p) n'en 
admet pas. 
Enfin 

{aP-=cP=^PT=^Pz=u dP--zO, ac=zca?;. de = cda, ad:=^daf)). 
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93. Soil 

aP = bP =z cP =1 df := (iP =z i y ab:=zba^ ac=^cab^ 
dc=zcda^ adzzzda^-^ bd^^db^ bc:=icb^'^. 

Ici, toutes les opérations sont d'ordre p. 
Posons 

b'=afb''c'd'(i?. 

c z^a^b'^c^d^m, 0' = 0«, 

d' — a9b'^c'd^\ 



et écrivons que l'on a 

a'b'—b'a', a'c'=c'a'b', d'c' — c'd'a\ 

On trouve 

a = ei(/— $) H-Ej(/-hp) 



6 



(os'^erC, wv'^viï''. 



Voici les groupes que donne la discussion de ces con- 
gruences : 

/ aP = bP = cP = dP = OP = i, ab — ba, \ avec ad=zda^,\ 

\ac = cab^ de ■=. cda^ bd^=:db, bc =z cb^ \ puis avec ad^ da J 

{aP=:bPz=zcPT=LdPz=i^P=.i^ bczzi.cb'^^ ab^^bac, ac=zca^). 

94. Soit 

aP=?!P^iiP = i, bP=:?J, c/'=iO, ab = ba^(i^, 

cb -I bca, ac =: ca 0*. 
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Il y aura 

P^iP^ — opérations d'ordre /?', 
p^ — I » » /?. 

Posons 

h'—b"'c''a^, 0'=^*^^^ 
c' = b'^c'^a^. 

Ecrivons que 

a*b'=b'a'y^'^\ c'b'—b'c'a\ 

On trouve 

/ ^mq — /ITT, ^e'^ /(s7 -h Stt), ic(e' — /) ^ o, 

^/ m(m — i) TC(7r — 1)\ 
-ho(<7 — i^ — n— ^J H-e/i^(/w — tt). 

Les groupes que donne la discussion de ces congruences 
sont définis par les équations 

aP^^, bPz=z% cPz=^p=(^p=i^ ab=bac, 

avec 

Cb r=z 6cO, 
„„ ^^Or ) OU Cb=z ÔcSt), 

ou avec 

[deux valeurs de £, associées (mod p), donnant le même 
groupe]. 

Univ. de Lyon. — Le Vavasseur. 6 



Posons 
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95. Soit 

aP = ^P=:^P=ï, cP=^, bP=.^, ac = ca^^. 

On a alors 

P^iP* — opérations d'ordre /3*, 
p^ — I » » /?. 

b'=:b"'c''a^, y = ^ib^, 
d = b"^- et aV-, e' = 2r« e"« . 

Ecrivons que 

a' b' — y a! ^ e'«', db—b'da'. 

On trouve 

m (m — i) Tt(7c — i) 
tp ^ mil — TtA4-7 n j 

4; = 6(mfx — TrX)-+-e(Aifx— Xy) -f- e( m ^-^^^ -' — ir— ^ i J 

-1-8(7 — î^ L^n--^ -j -he/i7(m — r), 

On a ainsi les groupes 

/ aP—^P—^P—\, CP-- &, bP:=z^, ac = caOS\ 
\ûr6 -T^ AaSrO, cbzrzbca (e zz:o, i, 2, . . ., /? — i)/ 

puis les 3 groupes suivants : 

aP:=3r, ô/'izie, [ avec ca=:acO, 

c^=3rA'z=0/'z=i, < ou avec ca--ac^'^y (-j=: — 

b—bac, cb — bc?! [ ou aver ca — ac. 
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96. Soit aP = bP = ^^=^^= i, cp = ^, ac = caOS 
ab = 6a&6^, cb = bca. 

Posons 

c' — a'^Mc'ii'^, 0' -—0*^. 

Exprimons que a'c'=c'a 0'^', a' b' = b' a"^' ^'^\ c'b'=b'c'a'. 
Il vient 

m ^ o, q^Oy (oe'^e/r, r ^ it, mè'^oit (ïnodp)^ 

/=/7, 9 = ^(/-+-:r) -r ^ ^^ S 

i|;i=er(/ — 5)-t-ô^(/4-ir) — or -^^ zt " 

D'où J'on conclut les groupes 

(«/»=:&, bP—cPz^?iP^^P=ii, ca — ac, cb — bc^d, ab=ibac), 
(aP = ^, bP=zcP=^P:=Qp=n, ca — ac^, cb =: bc% ab = bac). 

97. Soit aP=.zP=^P=i, cP=^, bP=0, ac = caOS 

ab = ba^''(i\ cb = cba, ^") = - i. 
Posons 

Écrivons que a7/= //a'£r'«0'^', c:b'=b'ca', .... 
On trouve 

/ / i\ f m{m — i) tAt. — 1)\ 
i = mq — nir, ç z^ m ( w ja ■— tc /) -h m ( «r — ^ /^ -J^ : ) , 

^ / m(w — I) iT(7r — i)\ 
V 2 '"'^ "^ ) +-nq(m-^T,), 

nt jn ttir.y rm' ^ o/r 4- t/q (inod/>). 
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Si 8/ — o'^ o, /i ^ o, les congruenccs sont incompatibles. 
Si /ZE^o, II ^o, on a les groupes 

'aP=^. bP=:^, cP—'hP — ^p=:i, ca = ac(i^, ab—bac, c6=6c&"0 



£1=0, I, 2, ...,/> — I, (-)z=z — I 



puis 

çp __ ^p _. Qp _. j i avec cazi^ac^ 

ab =r 6ac, c6 = 6c&'*, y ou avec ca = acO^ ( - j =i — 



ou avec ca ^=. ac 



98. Enfin, si aP=^P =^p=\, cP=^, 6''= i, ac = caO% 
a/; = ba^^^^ ch = bca, en posant 

// = rt* b^^'^(ï^, &' = 3r'- ( vojcs n* 96). 
c' — a'^b'fc'a^, 0'=zO'«>, 

on trouve les groupes 

aP=^, (avec. c6=:6c2)r«0, (") = — 

bPz=cPz=^p=^p=i, ] ^^^ 

crt — rtcO, rt^ = ^ac / ou avec cb =: 6cSr«, ( - j = — 



CHAPITRE VI. 

SUR LES GROUPES D'ORDRE 3»= !i43. 



99. L'cnumération des groupes d'ordre p^ exige que les 
cas p = 2,j p = 3 soient examinés à part. Nous avons déjà 
parlé des groupes d'ordre 32. 

Je vais dire quelques mots des groupes d'ordre 3*= 243, 
en m'arrêtant de préférence, en général, aux groupes parti- 
culiers au nombre 3. 

Citons cependant, en ne donnant que leurs équations de 
définition, les groupes suivants (je laisse de côté les groupes 
décomposables) : 

(a'— ^, b^ — Q^ 3r»=:0»z=:i, ab—baO), 

(a'=&, &«=6'i=0»=ij, ab — bafi), 

(a^=^, ^>»=0, &»=z:0»=i, ab = ba^^), 

(a«=0, ^»=6»=:r, a6 = 6a*0*, 2 = 0,1,2), 

( avec ac = ca, bc = cb^^. ab = bac 

a' = &, \ 

)ou avec ac =z ca. bc = c6&*, ab =: bac 

ou avec ac^zca^^y bc^ncb^ ab^zbac 
avec ' aczrzca^ bcz=zcb(} 
] ou avec ac =: ca6, bcz=z cb 



2r»=6'=c'^i, abz=:bac 



ou avec ac=rca^^^ bcz=zcb 
3r, ^'m c* = &3-_ o3_- ,^ / avec ac:=ca^ bc=:cbQ\ 

ab = 6ac ( ou avec ac =: ca 0, bc^iicb / 

(«3=^, t'3:rr^3— 0»=:i, /ïc^zCrtO'), 
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( 



c 



c 



bc::^cbb^ ab:=zba?J (a=:0, I, 2) / 

[ avec ac = ca2r, bc^=zcb, ab=^ ba^fj\ 

< ou avec ac;=ca^6, bczizcb^. ab=zba^ f, 
c'z=:3r3z=e»— I j I 

f ou avec acr=ca6, bc = cb^ ab^iba?f / 

a'=:3r, 6»=:&'=0»=i, c'mO, ac — cd 

bczzzcb^^^ abz=i ba^ (a = o, i, 2) 

a' = & ( avec ac=:ca, bcz=.cb^^ ab:=zba?i\ 

6' = c' =:r 2r' 1= 6' r= I ^ OU avec ac=:caO, bc=zcb, ab^=:ba^J 

/a'=&, c'=0, Z>'=:0'ir=&'— I, ac=zca, ôc=rc63r«\ 

\ bc^= cb^ ab z=i ba^ ) 

«6 = ba^ cb =r. bc^^, a =r i , 2 / 

(a» = 3r, 6'=c' = &»=:e»=i, ac=:ca0, 6cz=ic6SrB, ab = ba), 
/a'=0, 6'=c3 = 2r«=ze«— I, ab^ba^, ac = ca^ ad = da\ 
\ cd = dc 6^ bd =z db^ bc:=i cb J 

(a' =: ^3 __ ç3 _- ^3 __ Q3 -- , ^ ab = ba^^ acT= ca^ ad := da\ 
cdzzzdc^^ bd:=db^ bczrzcb ) 

100. Partons maintenant des équations de définition : 

a»=0, ^^'=0?, c»~é/3 = e3=i, ab=:bac, ac:=^ca^\ 
ad—da^^, bc=:cbb^y bd — dbc^^V-^ cd = dci^^^. 

Alors 
Posons 

d=z a'b"'c''di'^'r, d' = a''' b'' c'' d''' (i''\ 

Et écrivons que a' Z*'=: i'a'c', ac'=c'a'0'^\ 
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On trouve 

t^tm^—l'm^l^mp'—pm') (mod3), 
ç= lU^p-^p') -^r^ilp'-pl') -H Ç(//i'- ni') -H iL{mp'-^p'm) 

-♦-ï (m — î^ ^ —m'— j + X(m/i'— nm') 

Is' — r' m=BO {ps' — mu'), 
AV= r^(lu'-^r'p)-{-^{U'—r'n)-{'li(mu' — s'p) 

-hX(/iU' — /ï^Oh-^ÏC'î'''— '»-*-o«!:(/?»5'— w'*//i)+Xm5'(r'— /), 

^U~ Vs'— r''m'-ho{u'm'—p's'), 
Afi'-f- 8'f; = Z$'^i(u'-^p') ^r^[l'u'—r'p') 4- î(/'^'— /•'«') 

-h \i.{m' u' — s'p') 4- ô*u m' — ^^ ^ — 5'£1JlC f 

-h8!:(/»'«'— <>')-t-8»!:(p'»i'— M'>m') + Xm'«'(/'— /') 

(mod 3). 
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La discussion de ces congruences donne les groupes 

(a'=^'=6, c* =r ûP m 6' = I , ab = bac. ac=:ca6^, ad=:da\ 



\ ad=:da^ bc^^cb^^ bdz=.dbc^ cd=:dc^ ) 

(a^= b^=iQ^ c' = û?' r= 6* = I , ab = bac^ ac=.ca^^ ad=^da\ 
bc=^cb^ bd^=idbc^ cd:=dcfi^^ Ç=zi,2 / 

(a'=:6' = 0, c* = cP = 0' = I , ab=:bac^ ac=:ca\ 
ad=:daii^ bc:=cb^^ bdnzdbc^ cd=zdc J 
(a^=zb^=zQ^ c'=ûP = 0'=i, ab = bac^ ac^=ca\ 
ad = da^ bc = c60, W zz: ûfôc, cd:=dc J 
/a^^z b^:=Q^ c^=zd^=0^z=i^ ab=:bac^ ac = caO\ 
\ 6c = cb^ ad := da^ bd z= e/60, cdzndc ) 

\ a<i = t/ûT, bc = cA, 6<f =1 dbc^ cd = dc^ J 
/a'=0, 6' z= c' =z âf* =z 0' =1 1 , ab=ibac^ ac = ca\ 
\ ad = da^y bc:=Lcb^^ bd = dbc^ cd=:dc J 

(a'=0, 6*r= c'=6/'— 0'= i, ab=:bac^ ac =: ca\ 
ad=da^ bc<=.cb^^ bd^=zdbc^ cdz=zdc J 
(a'=:0, 6'=:c'=^= 0'= I, ab=bac^ ac = ca^\ 
ad =: da^ bc = cb^ bd = dbO^ cd=dc J 

, ,, ^ / avec adz=da^. bd = db^%\ 
a' = o' 1= Ô, l ft. \ 

», ^, f^, I ou avec adz=zda^. bd=dbzf \ 

j ou avec ad:=da^ bdrrzdb^^ 1 

( ou avec ad = da^ bd=zdb^ / 

/ «' zz: 6' = 6, c' = é/^ == 0' =iz I , ab=ibac^ ac^=zca\ 

\ bc^=:cb(i^ bd=idb^ cd^zdc^ adz=idb^ J 

/«'=63zrO, ^3=:0'=:2r3-i, aô = 6a2r\ 

\ bd^db, ad = dafi J 

\ 6^/ = db^^ ad =: da J 

(a'=:0, 6^r=: c' = û?'i= 0'= I, ab ^:^ bac^ acTzica\ 
bc =z c60, 6^ = ûfô, cd =z dc^ ad^^daH J 



( 



a^iziO, 6'zr:c' — 03=Sr3zz:i, ab ^ ba^ 
(7C^=zca, hc^=cb() 
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101. Partons des équations de définition suivantes 

ad = da^?, bc = cbiiy, bd=zdbc, cd=zdcO^, 



Posons 



Alors 



a'^a^b'^^c'^dP^'', 
b'=a^'b"''c'''dP'Q9\ 
c' = a''b'c'd''0'', 
d—a'''b''c^'d"''^^\ 



on posera 



9'—- 0/-»-Y/»m'+8/ii/»'^ 

En exprimant que b'd' =^d'b'c\ . . ., il vient 

l'+tp' m'* -h 8 m'p'* = o ( mod 3), 

/•'4--raV* ■^os'u'* =0, 
mp' — />w'^o, 

H-Y(m/i' — /im') -f- o[/?'(/i— /«/?') — /^(/i' — ^'p)]^ 
l{op — Y ''^) ^ o, 8/; — Y m ^ o, ^/> — //im' ^ o, 

^/ «'(//'— i) ,p{p — 1)\ , , , , . 
^ o( m — ' ' — s^-^ j H- a(/^ — r'ni) 

4- ^(ml'—'S'n) 4- o[u'{n — mi/') — /?(^' — *>)], 

(/ + -^pm^-h omp^)-('=-(rn' t—^p't^ t = m'u' — s'p\ 

w / /^ 0/ / / // /N / ,m'{ni' — ï) ,^'(5' — j)\ 
t(u'-^p')^^{,'p'-l'u')^y[u' -^—^ .^-^'_L_ _^j 

-N / fP'iP' /W'(w'— 0\ / / / Et t\ 

-j- 8 / 5' ^__1Z .' — m' — ^ \ -^oL{r'rn' — /V) 

^ y{s' n' — m' t') + ^[p' {f — s' p')-^ u' {n' — m' u')], 
( / -H -(pm--^ 8/n/>' )o' i^ 8 m' ^ — Y*' '• 



— t'H- 8 
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La discussion dé ces congruences donne les groupes 

ad=:cla^ bc=:cb^ bd=.dbc^ cd=dcO J 
(2r»=^>»zz:c3 = c^=zi, bc=zcb, bd=dbc, cdz=zdc^^). 

102. Soit 

a'=: ^>3= c»= Ô» = 2r3= I, ab = ba^, ac = caQ\ 

bczzzcb^V-. 

Faisons le changement d'opérations génératrices que voici 

b' = a''6'«'c«'0«'2rP', 6' = OY^, 

c' = a'* 6"»' c"' e«' 2r?', y — OT'Sr ''. 

Écrivons que a'b'= b'a'^^ ... ; il vient 

fi'= Im! — ml\ y' = T)(//i'— /i/') 4- \L{mn' — «m'), 

5r/ = Im' — ml", YTi' = t^ ( In" — «/' ) -h ( m/i'' — nm' ), 

Leur discussion donne le groupe 

(a'=6'=:c'zi=e»=3r»— I, aè z= ^>a&, ac=:cûte, bc=:cb), 

plus un groupe décomposable. 

103. Partons des équations de définition que voici 

a»=0, b^=Q?, c»=3r3— 03=1, bc = cb^, 

àb^ibac^ ac=zcaQ^. 
Alors 

Faisons le changement d'opérations génératrices suivant 

a'=a^b'"c''?JPOf, 
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On en déduit les congruences 

p'(/-h Pm -+- zmV-) = /'4- Pm'-H e/w'/'» (raod 3), 

/m» p' = /' m'*, r+^m'-htm' T - = o, /' m'*- = o, 

Vm' — 771'/"= o, 

<p -h ef m' --^ ^ — Vn" j = e( m' —^ — /'n' j , 



, ,, m'(/w'— i) - , ,^ 
t|; + /' — ^^ — n'm' 4- / 



'm' m' 



n'^ Im! — m/', 

p' = mm' iV—l)-\- mn! — nm' -h /' — ^ ' — / — ^^ -y 

^ ^ ' 2 2 

q ^ e(m — /ît ) - h e| w /w ""j' 

im'^t'^ mn'^ 
e'(/H- pm-+-em/*) s — ^In'. 

La discussion de ces congruences donne les groupes 

/a^z=:b^—(i, c»=&3_08_,^ bc = cb^, ab=bac\ 
\ ac:=zca^^ (a=o, I, 2) J 

V^ abrzibac^ ac^^ca^ J 

/a'=:a, 63=c» = &'^e» = i, ac — ca% ab — bac, bc^cb^^X 
\ « = 1,2 y 

\^ ab^=zbac^ acz=zca^ J 



104. Soit 

a' = S, 6»=0?, c'=&'=0»r=i, ab=bac, 

d'où 



9^ SUR LES GROUPES D ORDRE FINI. 

Posons 
on a les congrucnces (mod3) 

p' = nm! — /w/i' H- / — ^^ — /' — ^ <- -+- mm' il'—l\ 

'^ 2 2 

\ 2 2 ; 

on obtient ainsi les groupes 



( 



abzzibac (a =0, i, 2; P = o, i) / 



puis 

\ (le cas a = p = o donne un groupe décomposable ) / 



105. Notons encore les groupes 

\ a6 = 6ac (a = o, I, 2; p=z:o, i) / 
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106. Partons enfin des équations de définition 

ab=: bac^ ac =. ca 0-, 

d'où 

!<> Si P = I, posons alors 

c' zn c"* Sr/»' e^^ 
On trouve 

• I / ( i,ni{ïn — i) ,ni' ini' — i)\ 
p^=mn!—m!n-^\V -^ ^— / — î^ ^j -h {t -^ l)mm', 

A/ m(/n — i) ^ /n^(m^— 1) \ 
^ ^\ 2 1 ) 

/+ am 4- 2//n* -h y'[^+ ^'+ ^(w 4- m') 4- 2(/m*-h l' m'^)] = m'/i", 

m 4- e/w/'4- 2^lni^ 

4- y'E'^ -H /w'4- e(m/*4-m'r) 4- 2y(///i»4- rm'^)]=^m'n''H'zl'n\ 

e'[m4-/n'4-e(/n/*4- m'/'*) 4- 2 7' (/m* 4- /'m'')] = Y/n/i''4- s/zi". 

2^ Si l'on part des équations de définition 

nb := bac^ ac ^ ca^-^ 

il vient 

( a^ b"^ c" Sr'' 0^ )' zz: o'"*"'" ■*"*''"' 2r*'"''"^*Y'"*'. 

Posons 
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on a 

£ m/* -t- 2 Y /m* ^ e m' /'* 4- 2 ^ /' /w'*, 
/ -4- m H- 2 /m* = /' -h m' -4- 2 /' m", 

<7'= mn' — nm^-h l — ^ — / — ^^ -h (/'— l)mm\ 

' 2 2 

^,^.A,m(/»-i)_^m'(m'-,)\ 
, / t'(l'-,) /(/-.) \ 

V 2 2 / 

-I- ^((mn' — nm') -h^mni'{l' — /) + e(//i' — /i/'), 
'f y' h- ^ h- z'* -h 2 /m' ^ /II' /i*', 
9Y' h- 6 'w/' -h 2 Y //w' ^ '^ m' n' -h 1 1' n" ^ 

1® Si P = I on obtient les groupes 

\ abzzibaCy ac=zca(i'* (ami, 2) / 

2® Si P = « on obtient un groupe décomposable. 
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